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Einleitung 


1. Seit den grundlegenden Publikationen B. Rremanns iiber abelsche Funktionen 
hat man versucht, in der Menge M der kompakten Riemannschen Flichen vom 
Geschlecht / in natiirlicher Weise cine Topologie und eine komplexe Struktur einzufiihren, 
so da M zu einem komplexen Raum M,, wird, den schon Riemann als den Modulraum 
der Riemannschen Flachen vom Geschlecht p bezeichnete. Dariiber hinaus hat man 


versucht, die Menge R,=(JR zu einem komplexen Raum zu machen. Die natiirliche 
REM 
Pp 


Projektion : R,>M, sollte dabei zu einer holomorphen Abbildung werden. AuBerdem 
méchte man M, und R, kompaktifizieren. 

Bis heute ist die Lésung dieser Aufgabe nur teilweise gelungen. Die Ideen 
O. TricumMUtters haben zur Konstruktion einer (3 —3)-dimensionalen komplexen 
Mannigfaltigkeit M> und einer komplexen Mannigfaltigkeit R), gefiihrt, die durch 
eine eigentliche holomorphe Abbildung x* auf Mj, bezogen ist [1]. Als Urbild der 
Punkte aus M, erhalt man alle Riemannschen Flachen vom Geschlecht p. Allerdings 
ist die Zuordnung zu den Punkten von M, nicht eineindeutig. Sie wird es erst dann, 
wenn man den Begriff « Riemannsche Flache » durch « Riemannsche Flache mit 
ausgezeichneter Basis der 1. Fundamentalgruppe » ersetzt. 


2. Im Falle hdherer Dimensionen sind bislang nur wenige Untersuchungen 
bekannt geworden. K. Koparra und D. C. Spencer verdffentlichten im vergangenen 
Jahre eine Arbeit [9], in der sie (auBer differenzierbaren) komplex-analytische Scharen 
kompakter komplexer Mannigfaltigkeiten betrachten. Sie verstehen darunter eine 
komplexe Mannigfaltigkeit X, die durch eine eigentliche surjektive holomorphe 
Abbildung = : XM auf eine komplexe Mannigfaltigkeit M bezogen ist. Der Rang 
der Funktionalmatrix von x ist iiberall gleich dim,M. Die kompakten komplexen 
Mannigfaltigkeiten X,=x *(y), y¢M, werden als die Scharelemente angesehen. Wie 
man unmittelbar sieht, sind alle Raume X, differenzierbar aquivalent, die komplexe 
Struktur kann dagegen von yeM abhangen. 

Bei der Untersuchung dieser komplex-analytischen Scharen erwies es sich nun, daB 
die komplex-analytische Garbentheorie besonders geeignet ist. Nach K. Koparra und 
D. C. SpeNcER wird auf X mit © die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Feldern 
von solchen Vektoren bezeichnet, die in Richtung der Fasern X, zeigen. Die beiden 
Autoren ordnen der Schar X nach einer angegebenen Vorschrift eine Kohomologieklasse 
&eH'(X, @) zu und zeigen durch Integration : 

X ist genau dann ein komplex-analytisches Faserbiindel, wenn das Leraysche Bild von & in 
H°(M, ™(©)) die Nullschnitifliche in (©), der 1. Lerayschen Bildgarbe von ©, ist. 
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Da jedes Faserbiindel nach Definition « lokal trivial » ist, bedeutet das inbesondere, 
daB dann die komplexe Struktur von X, nicht von y abhangt. 

Natiirlich médchte man einfachere Bedingungen kennen, unter denen X—>M 
ein komplex-analytisches Faserbiindel ist. Zu dem Zwecke wurden unter Benutzung 
der Theorie der harmonischen Integrale in [9] folgende Satze hergeleitet : 


(1) Die Funktion r,(y) =dim,H”(X,, ©,) ist halbstetig nach oben (d.h. uy, t( VISE ive 
y Yo 


Dabei bezeichnet ©, die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Vektorfeldern 
auf X. 


(2) Ist r,(y) unabhingig von y fiir wSv, so ist 7,(O) eine freie Garbe. Bezeichnet F, 
ein Vektorraumbiindel tiber M, so daB x,(@) isomorph zu der Garbe F, der Keime von lokalen 
holomorphen Schnitten in F., ist, so kann man die Punkte von F, tiber yeM (tn natiirlicher 
Weise) mit den Kohomologieklassen aus H’(X,,@,) tdentifizieren Cy 


Aus (1) und (2) folgt ein schon von A. FROHLICHER und A. NijENnuuIs [5] bewiesenes 
Resultat : 


(3) Ist dim,H'(X,,0,)=0, so ist XM in einer Umgebung von y ein komplex- 
analytisches Faserbiindel. 


3. Der Verf. der vorl. Arbeit bemerkte, daB diese und ahnliche Satze aus [9] sehr 
eng mit der Frage verkniipft sind, ob die analytischen Bildgarben koharenter Garben 
iiber X koharente Garben iiber M sind. Die Satze ergeben sich zum Teil unmittelbar 
durch eine einfache, rein algebraische Ableitung, wenn die Kohiarenz gesichert ist. 
Dariiber hinaus folgen aus den Koharenzaussagen weitere interessante Eigenschaften 
analytischer Scharen komplexer Strukturen, die nicht mit Hilfe der Theorie harmonischer 
Integrale hergeleitet werden konnten. 


In [6] wurde gezeigt : 


(A) Es seien Y ein komplexer Raum, P" der komplex n-dimensionale projektive Raum, 
t die eigentliche holomorphe Produktabbildung Y xP"->Y, S eine kohérente analytische Garbe 
tiber Y XP". Dann sind die Bildgarben ~,(S),v=0,1,2,..., kohdrente analytische Garben 
liber Y. 


(*) Die beiden Autoren leiten die Aussagen (1) und (2) m.m. sogar her, wenn M nur eine differenzierbare 
Mannigfaltigkeit und 7 : X—>M eine differenzierbare Schar von komplexen Mannigfaltigkeiten X, und © eine 
beliebige freie Garbe tiber X ist. — Der in § 7 angedeutete Beweis der Aussagen (1) und (2) ist, da er auf die 
Hauptsatze I und II aufbaut, bedeutend schwieriger als der von Koparra und SPENCER angegebene. Jedoch 
gelingt es hier, (1) und (2) wesentlich allgemeiner zu beweisen (vgl. die Satze 3 und 5 in § 7). Unter der Voraus- 
setzung, da X-—»>Y eine komplexe Schar ist und die auf X gegebene Garbe § frei ist, wiirde sich der Beweis 
der Satze 3 und 5 allerdings wesentlich vereinfachen. Ebenso lassen sich die Hauptsitze I, II unter diesen 
Voraussetzungen mit rein garbentheoretischen Methoden ziemlich einfach herleiten. : 
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Machen wir fiir unsere komplex-analytische Schar XM _ die Voraussetzung : 


(*) Ku jedem Punkt yeM gibt es eine Umgebung U(y) und eine biholomorphe Abbildung 
o:2t(U) SUxP*, 


so kann man leicht zeigen, da die Aussage (A) auch fiir X->M gilt (*). 

Allerdings impliziert (*), da jede Fasermenge X, eine projektiv algebraische 
Mannigfaltigkeit ist. Das ist natiirlich sehr einschrankend, besonders auch deswegen, 
weil die Untersuchungen von Koparra und SPENCER zu zeigen scheinen, daB einfache 
GesetzmaBigkeiten in der Berechnung der Dimension von Modulraumen nur dann 
bestehen, wenn man auf die Algebraizitat der komplexen Strukturen verzichtet. 
Andererseits geniigt es keineswegs, nur komplexe Mannigfaltigkeiten zu untersuchen. 
Man mu8 Mannigfaltigkeiten mit singuléren Punkten (d.h. in unserem Falle : komplexe 
Raume) in die Betrachtung einbeziehen, um auch nur zu einigermafen befriedigenden 
Ergebnissen zu gelangen. In der vorl. Arbeit wird deshalb gezeigt : 


(I) Es seien X, Y komplexe Riume, =: X->Y eine eigentliche holomorphe Abbildung, 
S eine kohdrente analytische Garbe tiber X. Dann sind alle Bildgarben von S kohdrente analytische 
Garben iiber Y. 


Der Beweis von (I) ist bedeutend schwieriger als der in [6] gegebene semial- 
gebraische Beweis fiir (A). Da X, Y komplexe Réume mit nicht-uniformisierbaren 
Punkten sind, ist es auch nicht méglich, die potentialtheoretischen Methoden von Kodaira 
und Spencer zu verwenden. Es mu ein besonderer Weg beschritten werden. Es handelt 
sich dabei vor allem um eine verfeinerte Anwendung von Potenzreihen. Zweckmafig, 
jedoch nicht unbedingt notwendig ist auch die Verwendung eines neuen allgemeineren 
Begriffes des komplexen Raumes. Wir werden diese neuen Raume einfach « komplexe 
Raume » nennen. Die von H. Cartan und J. P. SERRE definierten komplexen Raume 
werden in der vorl. Arbeit « reduzierte komplexe Raume » heiBen. Allgemeine komplexe 
Raume konnen in ihren lokalen Ringen nilpotente Elemente enthalten. Ihre Analoga 
in der algebraischen Geometrie sind seit einiger Zeit bekannt. Sie wurden m.W. zum 
ersten Male von A. GROTHENDIECK angegeben. 


4. Es sei noch eine kurze Ubersicht iiber den Inhalt der vorl. Arbeit gegeben. 
Im § 1 werden die neuen komplexen Raume eingefiihrt. Der § 2 beschaftigt sich mit 
der analytischen Garbentheorie auf diesen Raumen. Der § 3 bringt Untersuchungen 
iiber kartesische Produkte 6 =G%XK(p), wobei GCC" ein Gebiet und K(p) einen 
m-dimensionalen Polyzylinder bezeichnet. Ist S cine koharente analytische Garbe 
tiber ©, so werden in dem Vektorraum der Koketten tiber G mit Koeffizienten in 
S Pseudonormen definiert. Es werden Beschranktheitsaussagen fiir diese Pseudonormen 
hergeleitet. Im § 4 werden die Pseudonormen und die Beschranktheitsaussagen auf 


(2) Man braucht dabei nicht vorauszusetzen, daB i: X—>M_ eine komplex-analytische Schar ist. Es geniigt, 
daB X, M komplexe Riiume sind, daB 7 eine eigentliche holomorphe Abbildung ist und daB (x) erfiillt ist. 
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komplexe Réume X ausgedehnt, die durch eine eigentliche holomorphe Abbildung x 
in einen Polyzylinder K(e) abgebildet sind. Es werden in X MeBatlanten, MeBiiber- 
deckungen etc. definiert, aus denen sich dann die Pseudonormen ableiten. Im § 5 wird 
schlieBlich ein wichtiges Lemma fiir einen Fall vy hergeleitet. Dazu miissen Induktions- 
annahmen gemacht werden, die u.a. die Koharenz der Bildgarben z,(S), v>vp enthalten, 
wenn S eine gewisse koharente analytische Garbe tiber X bezeichnet. Im § 6 wird sodann 
gezeigt, daB aus dem Lemma fiir vy die Koharenz von m,(S) folgt. Da x,(S) fiir sehr 
groBes v gleich null und somit koharent ist, wird dadurch eine vollstandige Induktion 
gegeben, die den vorne angegebenen Satz (I) beweist (vgl. Hauptsatz I in § 6). 
Neben dem Hauptsatz I werden im § 6 noch weitere Aussagen hergeleitet, die einen 
Zusammenhang zwischen der Kohomologie der Fasern x~‘(y), y¢Y und den Bildgarben 
x,(S) liefern (Vgl. Hauptsdtze II, Ila). Der § 7 zeigt noch, wie sich die Resultate (1), 
(2) von Koparra und SPENCER in verallgemeinerter Form aus der in der vorl. Arbeit 
durchgefiihrten Theorie ergeben. Ferner wird dort aus dem Hauptsatz I der bekannte 
Remmertsche Satz tiber eigentliche holomorphe Projektionen analytischer Mengen 
abgeleitet ('). Dieser Satz ist damit aufs Neue bewiesen und in eine gréBere Theorie 
eingeordnet (Hauptsatz I kann als ein Ergebnis iiber analytische Projektion mit 
« Vielfachheit » gedeutet werden). 


§ 1. Ein neuer Begriff des komplexen Raumes. 


1. Die grundlegenden Begriffe der Garbentheorie seien als bekannt vorausgesetzt. 
Wir bezeichnen mit X einen beliebigen topologischen Raum. A=A(X) sei eine Garbe 
von komplexen Algebren tiber X, alle Halme A,, xeX von A seien kommutativ, 
assoziativ und mégen ein Einselement 1, besitzen, die Abbildung x—1,, sei stetig. 

Wir nennen im folgenden einen topologischen Raum X, iiber dem eine Garbe A 
definiert ist, einen (komplex) beringten Raum. A=A(X) heift die Strukturgarbe von X. 
Ein beringter Raum muB also als ein Paar (X, A) angesehen werden. Wir schreiben 
jedoch einfach X, wenn das nicht zu Mifverstandnissen fiihrt. Beringte Raume wurden 
in [11], [6] eimgehend untersucht. Wir werden deshalb hier die Terminologie aus [6] 
iibernehmen, jedoch werde folgende in [6] nicht enthaltene Definition getroffen : 


Definition 1. Es seien (X, A(X)), (Y, A(Y)) beringte Réume. Eine morphe Abbil- 
dung ‘¥ von X in Y ist ein Paar (by, Y,) einer stetigen Abbildung Yo - XY und einer stetigen 
Abbildung |: X®,A(Y) ={(x, 0) : xe X, oEA,(Y), y=9(x)}+>A(X), die jede Algebra 
(x, A,(Y)) homomorph in die Algebra A,(X), y=)(x) abbildet (*). WY heiBt eine bimorphe 
(surjektive) Abbildung, wenn to, 4 topologische Abbildungen sind und ), stets die Algebren 
(x, A,(Y)) isomorph auf die Algebren A,(X), y=,(x) projiziert. 


(?) Vgl. Remmert [10]. 


(?) Wir setzen dabei voraus, daB8 dieser Homomorphismus nicht enta: i i 
Bee Si iilencn vores hank ie P us nicht entartet ist, also nicht ganz (x, A,(Y)) auf 
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Man kann ein cinfaches Beispiel cines beringten Raumes betrachten. Es sei G ein 
Teilgebiet des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes Cc”, O=O(G) _bezeichne 
iiber G die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Funktionen. Offenbar ist O eine 
Garbe von komplexen Algebren, G mit der Strukturgarbe O also ein komplex beringter 
Raum. 

Wir bezeichnen mit ACG eine analytische Teilmenge, mit 1*CO eine kohirente 
Untergarbe von Idealen, deren Nullstellenmenge mit A iibereinstimmt. Die Quotienten- 
garbe ’'H=O/I* besitzt iiber G—-A nur Halme, die aus Nullmoduln bestehen. 
Betrachtet man nur die Halme von 'H, die tiber A liegen, so erhalt man tiber A eine 
Garbe H=H{(A) von lokalen Ringen. Wird A mit dieser Strukturgarbe versehen, so 
ist A ein beringter Raum. Wie man leicht sieht, werden i.a. die Halme H,, x €A nilpotente 
Elemente enthalten. 

Durch die Quotientenabbildung O->'H wird jedem Element ceO,, xeA ein 
Element G¢H, zugeordnet. Wir nennen 6 die Beschrankung von o auf (A, H) (in 
Zeichen 6=c| (A, H)). Ebenso wird jeder Schnittflache sel(G, O(G)) durch O-'H 
eine Schnittflache 5e¢I(A, H) zugeordnet. Auch 5 werde mit « Beschrankung von s 
auf (A, H)» bezeichnet (5 =s| (A, H)). 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn I* die Garbe der Keime aller lokalen 
holomorphen Funktionen ist, die auf A verschwinden. Wir bezeichnen im folgenden 
diese Garbe stets mit I=I(A). Nach einem bekannten Satz von H. Cartan ist I 
koharent. Offenbar gilt stets I*cI, wenn I* eine allgemeine koharente Idealgarbe 
ist, deren Nullstellenmenge mit A iibereinstimmt. Es werde mit O(A) die Beschrankung 
der Garbe O(G)/I auf A bezeichnet. O(A) kann in natiirlicher Weise als eine Unter- 
garbe der Garbe C(A) der Keime stetiger Funktionen auf A angesehen werden. Die 
Schnittflachen in O(A) sind also spezielle stetige Funktionen iiber A. Da I*cI gilt, 
gibt es den durch Quotientenbildung kanonisch definierten Homomorphismus red : 
H(A)—O(A). 


Definition 2. Ein beringter Raum (X, A(X)) heiBt ein komplexer Raum, wenn folgendes 
gilt : 

1) X ist ein Hausdorffscher Raum. 

2) Zujedem Punkt xeX gibt es eine Umgebung U(x), einen beringten Raum (A, H(A)), 
der auf die vorhin beschriebene Weise definiert ist, und eine bimorphe surjektive Abbildung ‘Y : 


U(x) +A. 


(X, A(X)) heiBt ein reduzierter komplexer Raum, wenn X_ hausdorffsch und 
U(x) stets zu einem beringten Raum (A, O(A)) bimorph Aquivalent ist. Offenbar 
ist ein komplexer Raum genau dann ein reduzierter komplexer Raum, wenn die Halme 
A,(X) seiner Strukturgarbe keine nilpotenten Elemente enthalten. 


2. Es seien A,CG,cC”™ analytische Mengen, H,, O, Strukturgarben tiber A,, 
die wie vorhin definiert sind, red, seien die Projektionen H,>O,, v= 1,2; ferner sei 
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Y= (do, ty) eine morphe Abbildung des beringten Raumes (A,, H,) in den beringten 
Raum (A,, H,). Wir zeichnen Untergarben von H,, v= 1,2, aus”: 


H") sei die Menge der Elemente o von H,, fir die folgendes gilt : 

Es gibt zu o eine offene Menge UcA, und eine Schnittflache s=s(x)eT(U, H,), 
so daB 

DP cies, 

2) s(x) fiir alle xeU im maximalen Ideal von (H,), enthalten ist. 

Offenbar ist H) nichts anderes als die Kerngarbe des Homomorphismus red,,. 
Da aber H') durch eine innere Eigenschaft der Garbe H, definiert ist, bildet }, den 
Raum A,®,,H in H') homomorph ab. Daraus folgt insbesondere, daB }, eine 
Abbildung ¢} : O,@,,A;~O, definiert. ‘Y* =(%», $i) ist eine morphe Abbildung des 
komplexen Raumes (Aj, O,) in den komplexen Raum (Ag, O,). 

Nun kann O, als Untergarbe von C(A,) gedeutet werden, v=1,2. Ordnet 
man einem beliebigen Funktionskeim feC(A,) den Funktionskeim fopyeC(A,) zu, 
so erhalt man eine stetige Abbildung ( : A,@,,C(A,)>C(A,). Das Diagramm : 


C(A,)<A,@y, G(Ag) 
) J 


A, >A, 
ist kommutativ. Wir zeigen : 


Satz 1. i bildet Ay@,,0, in 0, ab. Es gilt A=Ui. 


Beweis. Da i ein Ringhomomorphismus ist, bildet Y{ stets das Einselement 
1,€(Os),, y= o(*), x€A, ab auf das Einselement 1,¢(O,),. Da ferner }; ein Homo- 
morphismus von komplexen Algebren ist, folgt, daB ; eine Abbildung der konstanten 
Funktionen aus [(V, O,) in die konstanten Funktionen aus [(U, O,) erzeugt (+) 
(mit U=¢, '(V), VcA, eine offene Menge). Die Funktion f=c geht in die Funktion 
g=c tber. 

Es seien nun x ¢A, ein beliebiger Punkt, —=to(%)¢A, und oce(O,), ein 
Garbenelement. Man kann eine Umgebung V()cA, und eine komplexe Funktion 
feT(V, O,) finden, die in y, den Keim o erzeugt. Das ;-Bild von f sei mit g bezeichnet 
(geT(U, O,), U=5"(V)). Durch 4; wird f—/f(y) auf die Funktion g—f(») abge- 
bildet (mit yeV festgewahlt). Der Keim von f—f(y) gehért zum maximalen Ideal 
von (QO), Also muB der Keim von g—f(y) in jedem Punkt xe)>'(y) zum maxi- 


malen Ideal von (Q,), gehéren. Das heiBt f(y) =g(x). Also gilt: g= fol. Daraus 
folgt aber unmittelbar die Behauptung von Satz 1. 


3- Es sei {* eine holomorphe Abbildung eines Gebietes GicC"™ in ein Gebiet 
* * . . . * . . . ° 
G,cQ", die eine analytische Menge AjcG} ineine analytische Menge AjcG, abbildet. 
; (2) Wir werden im folgenden stets eine Abbildung, die durch eine Abbildung « erzeugt ist, auch 
mit « bezeichnen. In unserem Falle steht also auch fiir die erzeugte Abbildung %. 
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Es sel i: cing Strukturgarbe iiber A*, die durch Beschrankung einer Quotientengarbe 
H,=O(G,)/T, definiert ist, v—1,2. * erzeugt dann eine Abbildung 


@ : Gi@%I;>0(G)). 


Bildet » die Garbe Giojl in I; ab, so erhalten wir auBerdem einen Homomorphismus 
vy: A,©j-H,> Hy. (V*|Aj, vi) ist eine morphe Abbildung. Wir sagen, da sie von v* 
erzeugt ist. — Wir verwenden die gleiche Bezeichnungsweisé wie im vorigen Abschnitt 
und zeigen : 


Satz 2. Es gibt zu Jjedem Punkt xeA, eine in G, offene Umgebung U(x) CG, und eine 
holomorphe Abbildung | : U->G,, die die morphe Abbildung V'| Un Ay erzeugt. 


Beweis. Wir bezeichnen mit 4%, ..., Z,, komplexe Koordinaten in G,, f, sei 
die durch die Quotientenprojektion O(G,)->'H, definierte Bildschnittflache von Zz 
aus I'(A,, H,), ferner sei g, das 4,-Bild von f, in T'(A,, H,), v=t, ...,m. Ist die 
Umgebung U(x), xeA,, hinreichend klein gewahlt, so kann man holomorphe Fun- 
ktionen g, iiber U bestimmen, die vermége der Quotientenprojektion O(G,)+’H, die 
Schnittflachen g, definieren. Es sei dann b die durch (g,, ..., g,,) bestimmte holomorphe 
Abbildung. Aus Satz 1 folgt: Y|UnA,=|UnA,. 

Es seien Ev (UNA,) ein beliebiger Punkt, f,¢(H,), ein beliebiges Garbenele- 
ment. Ist V(y)) eine hinreichend kleine, in G, offene Umgebung von 9, so gibt es eine 
holomorphe Funktion f aus I'(V, O(V)), die f,, definiert. Wir setzen W=(7 (V), 
g=—f of . g ist eine in W holomorphe Funktion. Wir haben zu zeigen, daB g das Element 
&.,= 1 (F,,) © (a), xed *( Yo) bestimmt. Dazu ist es notwendig, einen Hilfssatz heran- 
zuziehen, der ein Spezialfall des in § 3 bewiesenen Satzes 2 ist. 

Hilfssatz 1. Es sei Og der Ring der Keime holomorpher Funktionen in einem Punkte 
Dec", 15 sei ein Idealin Og. Ist dann feOg ein Keim einer holomorphen Funktion und gibt 
es zu jeder natiirlichen Zahl k ein Element heIp, so daf der holomorphe Funktionskeem f—h in 
eine Nullstelle k-ter Ordnung hat, so gilt fel. 


Wir verzichten hier darauf, Hilfssatz 1 zu beweisen und fiihren den Beweis von 
Satz 2 fort. 

Es sei & eine vorgegebene natiirliche Zahl. Man kann dann ein Polynom 
Q=Q (4, ---,%,,) finden, so daB die Funktion - pea f —Q _ im Punkte 9») mindestens 
von der Ordnung & verschwindet. Wir setzen P= Qo und bezeichnen mit FPelsracas oh 
den von g bzw. P in x) erzeugten holomorphen Funktionskeim. Jy, sei das von f : 
definierte Element aus (H,),,, gi, sei sein },-Bild in (H)),,. Ferner seien @,, bzw. g,, 
holomorphe Funktionskeime in x, die g,, bzw. g,, definieren. Offenbar kann man ‘¢,, 
so wahlen, da der Funktionskeim in x) eine Nullstelle k-ter Ordnung hat. Ebenso hat 
£,,—P,, in x eine Nullstelle der Ordnung f. Offenbar ist (2,,—%2,) —(@2,—P.,) +8 
in der zur Definition von ‘H, verwendeten Idealgarbe I; enthalten, weil 


Pe (Ay, H;,) = p,(Q ms) | (Ag, H,) 
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ist. Da k beliebig sein kann, folgt aus Hilfssatz 1 : 2,—fn€ (li) g definiert also das 
Element g,, q.e.d. 


4. Wir behalten die Terminologie des Abschnittes 2 bei. Es seien fy, --«9fg@ ie toe 
endlich viele Schnittflachen. Durch die Projektion H,—~O,(A,) erhalten wir in 
Zuordnung zu den Schnittflachen f, g komplex-wertige Funktionen aus D(A; OL(AgF 
die eine stetige Abbildung 9, : A,->C! definieren. Man kann ¢ in kanonischer Weise 
zu einer morphen Abbildung erganzen. 

Wir bezeichnen die Punkte des C? mit z=(%, .--; 2), Jo€ Ag sei ein beliebiger 
Punkt. Wir setzen 2 = 9 (%) = (22, .-., 29). Nach Definition der Garbe H, kann 
man eine Umgebung U( ))cG, und in U holomorphe Funktionen f , finden, deren 
Beschrankung auf (A,qU, H,) mit f,/A,nU_ iibereinstimmt. Die Funktionen re 
definieren eine holomorphe Abbildung o) : UC’, deren Beschrankung auf A,qU 
die Abbildung 9|A,nU ist.  definiert in natiirlicher Weise einen Homomorphismus 
der Algebra O,(C*) in die Algebra O,(G,). Nach Anwendung der Quotienten- 
abbildung O(G,)->H, erhalt man sodann einen Homomorphismus 9,,, : O,, (C*) > (Hg),,. 
Offenbar ist 9,,, von der Wahl der Funktionen 4 oer f , unabhangig. Die Menge 
¢,={9,,} kann man schlieBlich als eine Abbildung A,@,O(C?)~H, auffassen und 
D = (, 91) ist die gesuchte morphe Abbildung. 

Es sei g,eT'(A,, H,) das ,-Bild der Schnittflachen f,, v=1, ...,¢g. Die Schnitt- 
flachen (g,,...,g,) definieren wieder eine morphe Abbildung A,—C?, die wir mit 
= (@9, ©) bezeichnen wollen. Aus Satz 2 folgt unmittelbar : ‘ 


Satz 3. Das Diagramm : 


ist kommutativ. 


5- Die Satze 1-3 fiihren zu einfachen Folgerungen fiir komplexe Raume : 


(1) Es set (X, H) ein komplexer Raum. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Untergarbe 
a= Hae X)cG(X) von komplexen Algebren, so dagB (X,O) ein reduzierter komplexer Raum 
ist. Es ist kanonisch eine Abbildung red: H->O definiert, so daB das Diagramm : 


red 
H +> O 
Se 

xX 

kommutativ ist. Bezeichnet i die Identitét, so ist (i, red ) eine morphe Abbild 
, xX, O) 
eae rp aldung von (X, O) 
Wir werden im folgenden (X, O) die Reduktion von (X, H) nennen. 
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(2) Es seien (X, H) ein komplexer Raum, fis. .., J, endlich viele Schnitiflichen aus 
D(X, H). Dann definieren f,,..., f, eine morphe Abbildung B=(q, o,) von X in den 
q-dimensionalen komplexen Zahlenraum C%. 
(3) Es seien (X,, H,),v=1,2,3 komplexe Riume, ©, = (9), ey) bzw. ®,= (02), o®) 
set eine morphe Abbildung von (X,, Hy)in (X, Hy) bzw. von (Xey the) tt (Xa, vide) 
Es werde 9: Xy@goguH3—->Hy, so definiert, daf gilt : 


P| (1s (Hyde) = (9? | (1, (He)o,))0(9? | (x25 (Hs) o,))s 


wenn x,eX,, v=1,2,3 Punkte sind, die in der Beziehung : x,=@°)(x), x,= (x) stehen. 
Dann ist B;=(%, 9) mit Py=¢\og\) eine morphe Abbildung von (X,, H,) in (X,, H,), 
die auch mit Do, bezeichnet werde. Den morphen Abbildungen ©, entsprechen morphe Abbil- 
dungen ©, der zugeordneten reduzierten Riume (X,, O,). Man hat ©, = O30}. Das Diagramm : 


(7) .<— (Ay) ..<— (H,),, 
1 Y Y 
(0),< (Os) = (O03) ,, 
ist kommutativ. 


Wir geben noch einige weitere elementare Eigenschaften komplexer Raume an : 


(4) Es sec (X, H) ein komplexer Raum, UCX eine offene Teilmenge. Dann ist (U, H| U) 
ebenfalls ein komplexer Raum. 

(5) Stnd (X,, H,), (X2, H,) komplexe Réume, so ist auf dem kartestschen Produkt 
X, x X, in kanonischer Weise eine Strukturgarbe definiert, die X,x Xq zu einem komplexen Raum 
macht. 


Man erhalt die Strukturgarbe von X,xX, auf folgender Weise. Es sei U,cX,, 
y=1I,2 je eine offene Menge, die durch eine bimorphe Abbildung ‘’, auf eine analytische 
Menge A,cG, abgebildet ist, die mit einer Strukturgarbe H)=O(G,)/I} versehen 
sei. Mit I,cO,, z= (Gq, 2) €G=G,xG, werde sodann das Ideal bezeichnet, das durch 
die Funktionskeime feO,(G,) oder €O,(G,) erzeugt wird. Man sieht sofort (1), daf 


U,xU, zu einer Strukturgarbe H itibertragen werden kann. Wahlt man andere 
analytische Mengen und andere bimorphe Abbildungen, so erhalt man zwar eine andere 


Strukturgarbe H’ iiber U,xU,, jedoch auch einen natiirlichen Isomorphismus Hz” 


Das bedeutet, daB eine Strukturgarbe iiber X,xX, eindeutig bestimmt ist, fred: 

Man zeigt leicht unter Verwendung von Orthogonalreihen, daB die so definierte 
komplexe Struktur von X,xX, mit der von J. P. Serre eingefiihrten Struktur iiberein- 
stimmt, wenn X,, X, reduzierte komplexe Raume sind. 


(1) Es werden im folgenden die Grundtatsachen der analytischen Garbentheorie iiber reduzierten komplexen 
Réumen als bekannt vorausgesetzt. Man vgl. die Publikationen von H. CARTAN und K. Oxa iiber diesen Gegenstand. 
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(6) jeder komplexe Raum ist lokal zusammenhiingend, er zerfallt in offene zusammenhdngende 
Komponenten. Zu jedem seiner Punkte gibt es beliebig kleine Umgebungen, die in sich auf den Punkt 
zusammenziehbar sind. 


Da zu jedem komplexen Raum (X, H) ein reduzierter komplexer Raum (X, O) 
gehort, gelten fiir den topologischen Raum X alle Eigenschaften, die von den komplexen 
Raumen des alten Sprachgebrauchs her bekannt sind. Man kann den Begriff der 
komplexen Dimension erklaren. Wir werden im folgenden X reindimensional nennen, 
wenn diese Dimension in allen Punkten von X die gleiche ist. Ferner kann man die 
irreduziblen Komponenten von X definieren (sofern man diese nur als topologische 
Unterraéume auffaBt). Wir werden von diesen und 4hnlichen Begriffen ausgiebig 
Gebrauch machen. 

Es seien noch einige weitere Definitionen getroffen : 


Definition 3. Ein komplexer Raum (X, H) heiBt normal, wenn jeder lokale Ring 
H,,x¢X normal, d.h. ganz abgeschlossen in seinem Quotientenring ist. 


Definition 4. Ein komplexer Raum (X, H) heift regulér, wenn jeder lokale Ring H, 
isomorph zu einem lokalen Ring eines kartesischen Produktes PXG ist. Dabei bezeichnet GCC” 
ein Gebiet, PeC™ einen Punkt, der mit einer Strukturgarbe Op p(C™)|Ip versehen ist, wober Ip 
ein Ideal bezeichnet, das P zur genauen Nullstellenmenge hat (+). 


Offenbar ist ein reduzierter komplexer Raum genau dann regular, wenn er eine 
komplexe Mannigfaltigkeit ist. 


Definition 5. Ein komplexer Raum (X, H) heii ein holomorph-vollsténdiger (holomorph- 
konvexer, K-vollstdndiger) Raum, wenn seine Reduktion (X, O) holomorph-vollsténdig (holomorph- 
konvex, K-vollstdndig) ist. 


Fir holomorph-vollstandige Raume werden wir im nachsten Paragraphen interes- 
sante garbentheoretische Resultate herleiten. 


Definition 6. Es sei (X, H) ein komplexer Raum. Eine Teilmenge Ac X heift eine 


analytische (Teil-) Menge von (X, H), wenn A eine analytische Menge in der Reduktion (X, O) 
ist. 


Wir nennen fortan morphe Abbildungen zwischen komplexen Raumen holomorph, 
Schnittflachen aus I'(X, H) seien mit « holomorphe Funktionen » bezeichnet. 


6. Essei (X, H) ein allgemeiner komplexer Raum. Wir verstehen wie in Abschnitt 2 
unter H® die Kerngarbe der Abbildung red : H+O(X). H™ ist eine Untergarbe 
von Idealen tiber X. H”, v=1,2,3, ... sei diejenige Untergarbe von Idealen von H, 


die von den Elementen o,-...-c, mit o,,..., o,€H" erzeugt wird. Offenbar gilt 
Hi) —5,,H>HY5H®> ... >HY>He+>5 |. 


(7) Der Begriff « regular » weicht hier von der tbli 
da® aus der Algebra bekannte Begriffe in unserer Theorie 
elementes in § 7). 


chen Definition ab. Im folgenden wird sich 6fter zeigen, 
nicht sinnvoll sind (vgl. auch die Definition des Torsions- 
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Es folgt sofort : 


Satz 4. <u jedem relativkompakten Teilbereich BccX gibt es ene natiirliche Zahl 
k=k(B), so daB H“ =o ist. 


Beweis. Offenbar braucht man diesen Satz nur lokal und fiir den Fall zu beweisen, 
daB X=AcGcCC" eine analytische Menge und H(X)=H(A)=O(G)/1* der Quotient 
der Garbe O(G) und einer in G kohirenten Idealgarbe I* ist, die A zur genauen 
Nullstellenmenge hat. Die Garbe I==I(A) der Keime holomorpher Funktionen, die 
auf A verschwinden, ist ebenfalls koharent (nach einem Satz von H. Cartan). Wegen 
der lokalen Natur unseres Satzes diirfen wir sodann annehmen, da8 iiber G endlich 
viele Schnittflachen 5,,...,5,¢1(G, 1)  existieren, die in jedem Punkte xeG den 
Halm I, erzeugen. 

Die Halme H\’, v=1,2,3,... werden nun von Elementen erzeugt, die in den 
Schnittflachen 5,,-...-5, |(A, H), 1<u<pue<...<pu,<g, enthalten sind. Da jede 
Schnittflache s,, w=1,...,q die Nullstellenmenge der Idealgarbe I* umfaBt, folgt 
aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, daB es zu jedem Punkt xeA eine natiirliche Zahl 
k=Kk(x) gibt, so daB jeder Keim, der in x von einem Produkt r=s, -... - 5, definiert 
wird, in I) enthalten ist. Nach dem Cartan-Riickertschen Basissatz ist dann x eine 
Schnittflache in I* itiber einer ganzen Umgebung von x. Ist BccA eine relativ- 
kompakte Teilmenge und & hinreichend groB gewahlt, so ist jedes Produkt s,-...-5,, 
eine Schnittflache in I* iiber einer offenen Umgebung von B. Das heifbt aber 
H* |B=o, q.e.d. 


§ 2. Garbentheorie. 


1. Wir werden im diesem Paragraphen die Theorie analytischer Garben tiber 
komplexen Réumen entwickeln. 


Definition 1. Es sei (X, H) ein komplexer Raum. Eine Garbe S von. abelschen Gruppen 
iiber X heiBt eine analytische Garbe, wenn jeder Ring H,, x¢X auf dem Halm 8, operiert, so 
dap die dadurch definierte Abbildung |)H,®S,—>S eine stetige Abbildung ist. 


Zwischen analytischen Garben kann man wie iiblich analytische Garbenhomomorphismen 
definieren. Wir nennen einen analytischen Homomorphismus einfach einen Homo- 
-morphismus, wenn das nicht zu MiBverstandnissen fihrt. Es werde definiert : 


Definition 2. Es seien (X,, H,), (Xz, Hy) komplexe Raume, P= (%; 41 ): X>X, 
eine holomorphe Abbildung, S, bzw. Sy eine analytische Garbe tiber X, bzw. X,. Dann heipt 
eine stetige Abbildung  : X,@,S,—>S, ein Garbenhomomorphismus S,—>S, (iiber ®), wenn 
folgendes gilt : 

1) d bildet jeden Halm (x, S2,) homomorph in S,, ab, 

2) man hat: (x, 5,-f,) =M%; 5) aSy)> 5 € Soy» Sy € Hoy I = P0(*)- 
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Wie im Falle reduzierter komplexer Raume kann man direkte Summen und Tensor- 
produkte von analytischen Garben erklaren. Wir bezeichnen mit S?, H? usw. die p-fache 


direkte Summe der Garben S, H usw. mit sich selbst. S*, H’ usw. sei die p-fache 
Tensorpotenz. Man kann ferner den Begriff der Koharenz analytischer Garben definieren : 


Definition 3. Eine analytische Garbe S iiber einem komplexen Raum (X, H) heift kohdrent, 
wenn es zu jedem Punkt xeX eine Umgebung U(x) und iiber U eine exakte Garbensequenz : 
H? > H!+S—+o gibt. 


In [6], § 1 wurde eine etwas andere Definition der Koharenz gegeben. Aus 
einem Satz von K. Oxa iiber die Relationengarbe eines Systems f,, ...,f, von g-tupeln 
holomorpher Funktionen folgt jedoch, da H im Sinne von [6] koharent ist. Daraus 
ergibt sich dann die Aquivalenz der Definition 3 mit der Definition 1 in [6]. 

Wie in [6] gewinnt man folgende Aussagen : 


(a) In einer exakten analytischen Sequenz o—-S'—+S->S''—>o von analytischen Garben 
iiber einem komplexen Raum (X, H) sind alle drei Garben kohdrent, wenn wenigstens zwei von 
thnen kohdrent sind. 

(b) Es sei 9 : S,>S, etn analytischer Homomorphismus zwischen zwei kohdérenten Garben 
tiber X. Dann sind der Kern, der Kokern, das Bild von @ kohdrente analytische Garben. 

(c) Die direkte Summe S,@S,, das Tensorprodukt (iiber H) S,@S,, die Garbe- 
Hom(S,, S,) sind kohérente analytische Garben, wenn Sy, S, kohdrent sind. 

(d) Es seven S eine kohdrente analytische Garbe iiber (X, H), McS eine analytische 
Untergarbe von S. Dann ist M bereits dann kohdirent, wenn es zu jedem Punkt xe X eine Umgebung 
U(x) gibt, so dap die Schnittflachen aus 1 (U, M) jeden Halm M,, xe U erzeugen. 


2. Es sei ICH eine analytische Untergarbe. Offenbar ist dann jeder Halm I, 
ein Ideal im Ring H,. Wir nennen die Menge der Punkte xe X, in denen I,+H, gilt, 
die Nullstellenmenge der Idealgarbe I (in Zeichen N(I)). 

Es werde nun X*=N(I) gesetzt. Als Teilmenge von X ist X* ein Hausdorffscher 
Raum. Wir versehen X* mit der Strukturgarbe H* = (H/I)|X*. Es folgt : 


Satz 1. (X*, H*) ist ein komplexer Raum, X*cX eine analytische Menge. 


Bevor wir Satz 1 beweisen kénnen, muB eine allgemeine Betrachtung durchgefiihrt 
werden. Wir machen dazu die Annahme, daB (X*, H*) ein komplexer Raum, X*cX 
eine analytische Menge ist. Es sei S* eine analytische Garbe tiber X*. Man kann S* 
trivial zu einer Garbe ‘S*=S iiber X fortsetzen : Die Halme von S stimmen iiber X* 
mit den Halmen von $* iiberein, itiber X—X* hat S nur Nullhalme. Man zeigt leicht : 


Satz 2. S ist genau dann kohérent, wenn S* kohdrent ist. 
Der Beweis von Satz 2 kann wie in [6] gefiihrt werden (vgl. § 2 (c)). Es sei deshalb 


hier auf ihn verzichtet. — Wir werden im folgenden S* und die triviale Fortsetzung 
von S* als gleiche Garben behandeln, wenn das nicht zu MiQverstindnissen fihrt. 
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Beweis von Satz 1..Man braucht Satz 1 nur fiir den Fall zu beweisen, da 
X=AcGcC" eine analytische Menge und H=O (G)/i* die im vorigen Paragraphen 
beschriebene Quotientengarbe ist. Wir bezeichnen mit TcO(G) die koharente Kerngarbe 
des Homomorphismus O(G)->H/I. Offenbar stimmt die Nullstellenmenge von T mit 
X*cX=A_ iiberein, und es gilt + H* =H/I=0(G)/T, X*cX ist eine analytische 
Teilmenge, q.e.d. 

Wir nennen fortan einen Raum (X*, H*) einen komplexen Unterraum von (X, H). 

Es sei S eine kohiarente analytische Garbe tiber X. Durch die Festsetzung 
S*=S/S-I|X erhalt man eine koharente analytische Garbe iiber X*. S* heiBe 
die analytische Beschrankung von S auf X* (in Zeichen S*=S|,X oder einfach 
S*=§S|X). Durch die Quotientenabbildung S-—>S* wird jedem Garbenelement 
oéS,, xeX* ein Garbenelement o*e¢S) zugeordnet, in analoger Weise erhalt man zu 
jeder Schnittflache se (U, 8S), Un X* +0 eine Schnittfliche s* eT (Un X*, S*). Wir 
nennen o* bzw. s* die analytische Beschrankung von o bzw. s auf X*. In den folgenden 
Paragraphen werden wir das Wort « analytisch » i.a. fortlassen. 


3. In [6] wurde die Godementsche Kohomologietheorie mit Koeffizienten in Garben 
von abelschen Gruppen entwickelt. Wir werden in dieser Arbeit im wesentlichen nur 
parakompakte Raume untersuchen und kénnen uns deshalb auf die Chechsche Definition 
der Kohomologiegruppen beschranken. Wir betrachten nur Koketten, Kozyklen etc., 
me anticommutativ in ihren- Indices sind (dh. f° 04. = ho oa. 
Dadurch ergeben sich wesentliche Vereinfachungen in der Rechnung. Die Struktur der 
Kohomologiegruppen andert sich jedoch nicht. 

Fiir holomorph-vollstandige Raume ergeben sich interessante Aussagen : 


Satz 3. (Analogon zum Theorem B von H. Cartan). Es seien (X, H) ein holomorph- 
vollsténdiger komplexer Raum, S eine kohdrente analytische Garbe tiber X. Dann gilt H’(X, S) =o 
fiir v>o. 


Beweis. Wir definieren H), v=o,1,2,... wie in § 1, Abschnitt 6 und setzen 
S™—S.H™., Es ist S9=S. Die Garben S°—"/S® kann man als analytische Garben 
iiber der Reduktion (X,O) auffassen. Wie man leicht sieht, ist S°~/S” koharent. 

Man hat exakte Sequenzen : 0S +S°—+S°—9/S—+0, zu denen Kohomo- 
logiesequenzen : H*(X, S”) >H"*(X, S01) +H*(X, S°7/S")  gehoren. Da aber 

_(X, O) ein holomorphvollstandiger Raum ist, folgt aus [3], théoréme B, daB 
(x) H¥(X, S”) +H" (X, Soho) we 3 
exakt ist. 

Wir schépfen X durch eine aufsteigende Folge X,, x= 1,2,3, --- relativkompakter 
Teilbereiche aus. Nach § 1, Satz 4 gibt es zu jedem x eine natiirliche (kleinste Zahl) k(x), 
so daB S(*)|X, =o ist. Es sei U={U,} eine beliebige offene Uberdeckung von X, 
EeZ"(U, S) sei ein Kozyklus, u>o. Ist V eine Verfeinerung von U, + die Abbildung 
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der zugehérigen Indexmengen, so bezeichne té das induzierte Bild von in Z*(V,S)(°). 
Wegen der exakten Sequenz (*) gibt es nun eine Verfeinerung V, und eine Kokette 
7 6 CY "(V,, S),s-80) dab eja=te ane iva S*)) gilt. Durch nochmalige Anwen- 
dung von (*) kann man sodann eine Verfeinerung V, von V, und eine Kokette 
gC (Vo, S*)) finden, so daB &=7&,—Sy,¢Z" (Vz, S"°) gilt. Man hat 7.|X,=o. 
So kann man beliebig fortfahren. Man erhalt eine Verfeinerungsfolge V,, x= 1,2,3, ..-, 
fiir die man annehmen darf, daB V,,|X,,_» = V,,_1| X,_2 ist. Es gibt daher eine Uber- 
deckung V von X, die feiner als alle Uberdeckungen V,, ist. V ist auch eine Verfeinerung 
von U. Man kann das Bild 7ty,,¢C"—'(V, S) der zu den Uberdeckungen konstruierten 


Koketten betrachten. Da 7y,,|X,_;=0 ist, l4Bt sich die Summe y=} vy, definieren. 


“x=1 
Es folgt t&=8y, dh. jeder Kozyklus aus Z*(U, S) reprasentiert die Nullkohomologie- 
klasse. Somit gilt H*(X, S) =o, q.e.d. 
Es gilt auch ein Analogon zu [3], théoréme A : 


Satz 4. Es seien (X, H) ein holomorph-vollstandiger komplexer Raum, S eine kohdrente 
analytische Garbe tiber X. Dann erzeugen die Schnitiflichen aus V(X, S') tiber der Operatorgarbe H 
jeden Halm von S. 


Beweis. Wir betrachten wie vorhin die Folge S=S3S%5S®% 5...  koharenter 
Garben iiber (X, H). Wegen Satz 3 bestehen die exakten Sequenzen : 


C) Hox, St) XS 


Es sei ceS,,xeX ein Garbenelement. Da (X,O) ein holomorphvollstandiger reduzierter 
komplexer Raum ist, folgt aus [3], théoréme A, daB es endlich viele Schnittflachen 
sO, u=I,....% aus T'(X,S/S®) gibt, so daB o|(X,O)=Z(s%),.- £9 mit fMeEO, 
ist. Es sei red die Projektion H--O. Man kann Garbenelemente f “eH, finden, deren 
red-Bild f") ist. Wegen Gy gibt es Schnittflichen sWeT(X, S) mit a(S) = si, 
Offenbar ist 6, =o—¥(5")), f in S™ enthalten. Man kann nun das gleiche Verfahren | 


U 
auf o, und das Bild von «, in S“/S® anwenden und so fortfahren. Man erhalt Folgen 
6,8” und Darstellungen o,,=o,_,—Y (5), f mit feH, und sHel(X ses). 
. 7 Ls 
Ist k hinreichend groB gewahlt, so gilt S“=o in einer Umgebung von x und mithin 
6,=0. Also folgt : o=S¥ (3%), f, q.ed. 
a 


4. Es sei ®=(g, 9) : XY eine holomorphe Abbildung einen komplexen 
Raumes (X, H(X)) in einem komplexen Raum (Y, H(Y)). S sei eine analytische 
Garbe iiber X. Nach J. Leray ist S eine Folge ®,(S), v= 1,2,3, ... von analytischen 


Bildgarben tiber Y zugeordnet. Man kann jede Garbe ®,(S) leicht durch ein analytisches 
Garbendatum definieren. 


(1) Wir bezeichnen mit t stets die Verfeinerungsabbildung. Wi den j i i 
fortlassen und anstelle von t& einfach & setzen. : Cee eee 
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Definition 4. Ein analytisches Garbendatum iiber einem komplexen Raum 
(Y, H(Y)) ist ein System {(M(U), 7)": VcU, U,V eT(Y)},> in dem T (¥) die 
Menge der offenen Mengen von Y, M(U) einen der offenen Menge U zugeordneten 
Modul iiber I(U), dem Ring der in U holomorphen Funktionen, bezeichnen und 7° 
Homomorphismen M(U)-M(V).-sind, die den Relationen r= Identitat, 77} 
genugen. 

Ein analytisches Garbendatum definiert in der wohlbekannten Weise stets eine 
analytische Garbe iiber Y. Zur Definition der Bildgarben ©®,(S) wahlen wir das 
Garbendatum : M,={(H"(¢) '(U), S), 7%) : VcUeT(Y)}. Dabei bezeichnet r2 den 
natiirlichen Beschrankungshomomorphismus H’(9,'(U), S)-+>H’(971(V), 8). Wie im 
Falle reduzierter komplexer Réume sind alle Kohomologiegruppen H’(9)1(U), S) 
Moduln tiber dem Ring der in 9) *(U) holomorphen Funktionen. Da durch die Abbil- 
dung ¢, der Ring I(U) in I(g)*(U)) homomorph abgebildet wird, ist H’(@>1(U), S) 
erst recht ein Modul tiber I(U) und somit M, ein Garbendatum. In analoger Weise 
zu [6], § 2 ergeben sich folgende Aussagen : 


(a) Es sei U={U} eine offene Uberdeckung von X,&¢Z*(U, 8) sei ein Kozyklus. 


Dann definiert & eine Schnittfliche ®,(&£)eT(Y, O,(S)). ®,(&) héngt dabei nur von der Koho- 
mologieklasse von & ab. 


i Ua: 
—= To, 


Es ist also auch jeder Kohomologieklasse y»¢H’(X, 8) eine Schnittflache aus 
I'(Y, ®,(S)) zugeordnet. Wir werden im folgenden diese Schnittflache auch mit ®, (y) 
bezeichnen. 

(b) Die I(Y )-Moduln T(X,S) und T(Y,®)(S)) sind unter der Abbildung ®, : 
Tl (X, S)+T(Y, ®,(S)) tsomorph. Man kann jede Schnittfliche aus T(Y, ®y(S)) als Schnttt- 
fléche aus 1 (X, S) auffassen. 

(c) Sind alle Garben ©,(S) =o fiir v=1,2,3, ..., so besteht sogar ein kanontscher 
Isomorphismus : H”’(X, S) ~ H’(Y, Dy(S)). 

(d) Ist o+S'+S->S''->o eine exakte Sequenz analytischer Garben tiber X, so besteht eine 
kanonisch zugeordnete Bildsequenz : 0+ (S')+®)(S)>®)(S")>9,(S')>.... 

(e) Ist XSY SZ cine Folge holomorpher Abbildungen zwischen komplexen Raumen 
(X, H(X)), (Y, H(Y)), (Z, H(Z)), und ist S eine analytische Garbe iiber X, so gilt 
(D''0'), (S) =)" (1 (S)). Verschwinden die Garben ®,(S),v>0, so hat man auperdem : 


(®''00') (S) =O! (1 (S)), w= 152,35 «++ 


Besonders einfach werden die analytischen Bildgarben, wenn © = (4p, ¢) : » ne 
eine holomorphe Abbildung eines komplexen Raumes (X, H (X)) in einen Komplezen 
Raum (Y, H(Y)) ist, bei der das 9 -Urbild einer jeden diskreten Menge in Y eine 
diskrete Menge in X ist. Wir nennen solche Abbildungen nirgends entartet. Es folgt 
sofort (vgl. [7]) : | 

(f) Ist ® : X+Y eine nirgends entartete holomorphe Abbildung und S eine analytische 
Garbe iiber X, so gilt ®,(S) =0, v>o. 
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Es sei nun ® : X->+Y eine biholomorphe Abbildung von X auf Y. Ist dann S$ 
eine analytische Garbe iiber X, so wird jeder Halm S, durch ® zu einem Halm iiber 
y= (x) verpflanzt. Man erhilt eine analytische Garbe S* iiber Y. Wie man sofort 
sieht, gilt S* = @,(S). 

Man kann holomorphe Abbildungen ®* = (9p, 9,) : X-Y* eines komplexen 
Raumes (X, H(X)) in einen komplexen Unterraum (Y*, H(Y*)) eines komplexen 
Raumes (Y, H(Y)) betrachten. Ist S eine analytische Garbe tiber X, so lassen sich 
die Bildgarben ©*(S) in Y trivial fortsetzen. Ferner definiert die Abbildung ®* eine 
morphe Abbildung ®: XY. Es gilt '®)(S)=@,(S), v=o,1,2, .... Wir werden je 
nach Bedarf mit ©*(S) die Garbe tiber Y* oder die triviale Fortsetzung in Y verstehen. 

Im folgenden wird besonders der Fall interessieren, daB ® : X->Y* eine surjektive 
biholomorphe Abbildung ist. Wir nennen eine solche Abbildung eine biholomorphe 
Abbildung von X in Y. Man hat die Aussage : 


(g) Es sei S eine analytische Garbe iiber X, ® : X-—-+Y eine biholomorphe Abbildung. 
Dann ist ®,(S) genau dann kohdrent, wenn S kohdarent ist. 


5. Wir werden im § 6 einen Satz benodtigen, der in enger Beziehung zu der 
Aussage (c) des vorigen Abschnittes steht. 


Satz 5. Es seven X,Y komplexe Raume, ©: XY eine holomorphe Abbildung und S eine 
analytische Garbe tiber X. Ferner werde vorausgesetzt, daB alle Bildgarben ®,(S), v=0,1,2, ... 
kohdrente analytische Garben tiber Y sind und daB Y ein holomorph-vollstindiger Raum ist. Dann 
wt O,: HY (X, S)>T(Y, ®,(S)) ein (surjektiver) Isomorphismus. 

Beweis. Wir wahlen eine exakte Auflésung : 


o>S>W,>W,>W,-5... 
von S mit welken Garben W,, x=0,1,2,... (vgl. [6], § 1 und § 2). Es gilt H’(X, S) = 
Ker a,/a,_,(P'(X, W,_,)). Die Bildsequenz : 
0-+©,(S) + ®)(W,) + ®,(W,) +®,(W,) 5... 


ist zwar noch eine welke Auflésung von ©®,(S), jedoch i.a. nicht mehr an den Stellen 
®)(W,), *=1,2,3,... exakt. Wir setzen : B.—Im a,_i, Ky Ketan 
Man hat natiirliche Isomorphien : 


TY, ®(W,)) ¥ TCX, W,) 


MY, 1) Ker DiGay 
D(Y, Ker a) x T(Y, ®,(S)) x 


b) 


(X, 8) 


und exakte Sequenzen : 
o>B,—>K,>©,(S) +0, x=1,2,3, ..., 
O=> Ke Os Wee) => BLO; % = 25354, ++ 
o0->®,(S) +®)(W,) +B, 0. 
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Unter Benutzung von Satz 3 folgt sodann durch Induktion, daB alle Garben B,, K,,, 
azyklysch sind (B-Garben). Durch Ubergang zu den Kohomologiesequenzen erhalt man : 


eX, ®,(S)) x FLY; K,)/T(Y¥, B,) x DY, KT e, VAY, ®)(W,_4)) x 

Kepd (XW, )/a,_ 0 CX, W,_4)'e BCS): 
Man sieht leicht, daB die Isomorphie H(X, S) x I'(Y, ®,(S)) mit dem Homomorphismus 
®, ubereinstimmt. Gleiches gilt fiir ['(X, 8) x T(Y, ®,)(S)). Damit ist Satz 5 beweisen. 


6. Es sei (X, H) ein komplexer Raum. Unter einer Karte in X verstehen wir 
ein Tripel (W, ®, G), in dem WcX eine offene Menge, GcC” ein Gebiet und 
® : WG eine biholomorphe Abbildung von W in G bezeichnet. Ein Quintupel 
m= (Wd, G, GT : O%+®,(S)-+0) heiBt eine MeBkarte (1. Art) bzgl. einer koha- 
renten Garbe S tiber X, wenn (W, ®, G) eine Karte, G ein Holomorphiegebiet, G’cG 
ein Teilgebiet und T eine exakte Garbensequenz tiber G ist. Durch jede Messkarte W 
wird in ['(X,S) eine Pseudonorm definiert : Ist seT(X,S) eine Schnittflache, so gibt 
es, da G ein Holomorphiegebiet ist, ein g-tupel holomorpher Funktionen / ¢I'(G, O%), 
so daB a(f)=®)(s|W) ist. Wir setzen dann : ||s||g,=min sup|f(G’)|. Dabei ist 
=(h,---./,) und | f(z) |=max|/,(z)|. Gilt G'ccG, Ld ist ||s5||g, stets endlich, 
\|s||g, also eine Norm (2). . 

Natiirlich ist der komplexe Vektorraum [(X, S) nicht vollstandig, wenn er 
mit der durch unsere Pseudonorm induzierten Topologie versehen wird. Ist aber X ein 
holomorph-vollstandiger Raum, so l4Bt sich in I'(X, 8) eine Metrik einftihren, die 
T'(X, S) sogar zu einem Fréchetschen Raum macht. Wir gehen folgendermafien vor : 

1) Wir schépfen X durch eine Folge (offener) analytischer Polyeder P, ccX aus 
mit Picce,..; ae Seen 

2) Wir definieren biholomorphe Abbildungen 9, : aye der Polyeder P, in 
Polyzylinder Z,cC™. 

3) Wir wahlen einen Polyzylinder Z{, so daB ©,(P,_,)eZi, konstruieren tiber 
einem Polyzylinder Z, mit Z)ccZ,cc ZL. eine exakte Sequenz I: Ov 30, (S) +o 
(Anwendung des Theorem A von Cartan) fiir v=1,2,3,.... 

4) Wir setzen P,=®;'(Z,), B,=(P,, ®,, Z,, Zi, I). 


5) Wir definieren die Metrik : dist (5, 52) =1/™ Y 27” arctg || 5;—5 ||gp,. die, wie 
v=1 
man leicht sieht, I'(X, S) zu einem Fréchetschen Raum macht. 


4. Wir zeigen folgenden Satz : 
Satz 6. Es seien (X, H) ein kompakter komplexer Raum, S eine kohdrente analytische 
Garbe iiber X. Dann gilt dim,H’(X, S)<o fir v=0,1,2,3, .-- und dim,H’(X, S) =o 
fiir v> p. 
(2) Wir verwenden im folgenden fiir den Begriff « Pseudonorm » auch hiufig das Wort « Norm». 
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Beweis. Wir definieren die Garbenfolge H=H>HYS Hd 2.2) wiewin gz, 
Abschnitt 6. Da X kompakt ist, folgt : H” =o fiir v>v. Wir setzen : Ss” —S.H™, 
Uber X hat man dann die exakten Sequenzen : 


(x) oO > $+ S095 S008 +0. 


Die Reduktion (X, O) ist ein komplexer Unterraum von (X, H). Man kann deshalb 
S°—D/S™ auf (X, O) beschrinken. Die Beschrankung sei mit A, bezeichnet. Offenbar 
ist die triviale Fortsetzung von A, zu S”~/S” kanonisch isomorph. Aus (*) ergeben 
sich also die exakten Kohomologiesequenzen : 

(*) o+H(X, 8”) +(x, So) + HX, A) >H®(xX, SM)... 
Nun ist Satz 6 nach [4] fiir reduzierte komplexe Raume giiltig. Aus (") folgt : Der Satz 6 
ist fiir S°— richtig, wenn er fiir S” gilt. Da S/o ist, ergibt sich unser Satz durch 


vollstandige Induktion. 


8. Fiir die Untersuchungen in den folgenden Paragraphen ist es bequem, eine 
vereinfachende Redeweise einzufiihren. Wir bezeichnen mit F,, F, zwei komplexe 
Vektorraume, die mit Pseudonormen ||x||, bzw. ||y||, ausgeriistet seien. R(x, 9), 
xeF,, yeF, sei eine Relation zwischen den Vektoren von F, und F, (im logischen Sinne). 
Wir nennen R(x, y) linear beschrankt (in der Richtung F,—F,), wenn es eine von y 
unabhangige Konstante ¢ gibt und zu jedem Vektor y, || _y||,<a<oo ein xeF, gehért 
mit R(x, y)=« wahr» und ||«||,<c-a. Hangen die Raume Fj, F, und die Relation 
R(x, y) noch von einem Parameter ep ab und kann ¢ unabhangig von ep gewahlt werden, 
so sagen wir, daB R(x, y) unabhangig von 9 linear beschrankt ist. 

Es seienh (X, H) em kompakter komplexer Raum, U—={U) > t=) ce 
eine endliche Steinsche Uberdeckung von X. Wir setzen i=(w, ...,1,). Nach Satz 3 
gilt H*(U;, S)=0, w>o, wenn S eine kohdrente analytische Garbe tiber X bezeichnet. 
Aus einem Satz von Leray (vgl. § 4, Abschnitt 6) folgt daher : 

Es existiert ein kanonischer Isomorphismus : 


H"(U, S) x H*(X, S). 


Man kann deshalb Kozyklen &, ...,&¢Z"(U, S) finden, deren Bilder bzgl. der 
Abbildung 2: Z*(U, S) +H“(U, S)>H*(X, S) den komplexen Vektorraum H"(X, S) 


aufspannen. 

Nun ist jedes U;, i=(t, ...,1,) ein holomorph-vollstandiger Raum. Wir fiihren 
nach Abschnitt 6 in I'(U;, 8) eine Metrik dist,(s,, 55) ein und setzen fiir zwei Koketten 
={n?}eC"(U,S) : dist (x, 2) =max dist; (y{), 9). Offenbar wird C*(U, S) 
durch diese Metrik zu einem Fréchetschen Raum. Durch die Relativ- bzw. Produkt- 
topologie (und -metrik) werden ebenfalls Z (U,S) und C*x C*—1(U, S) zu Fréchetschen 
Raumen. Die Abbildung 8 : ((a, ..., a,), 4) 34+ ¥ a,é, > C’ x C#—4(U, S) = Zs) 

va 
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ist surjektiv und stetig. Aus einem Satz von Banach ([2], chap. 1, § 3) folgt deshalb : 

(*) 6 ist eine offene Abbildung. 

Wir werden aus (*) eine einfache Aussage herleiten. Wir nehmen dazu an, daB 
jedes” U; in einer offenen Teilmenge Lex enthalten ist, die Trager einer MeBkarte 
W,,=(U,, ®, G;, G, T,) ist. Ferner” seien U’'={U;} eine Steinsche Uberdeckung 
von X, die eine Verfeinerung von -U ist, ,,= (Uj, ®,,.°G;, G;, T,) eine weitere 
Kollektion von MeBkarten mit Gi ccG_,, ia = ©51(G!), U;cU!. Es gelte U; ccU,,. Wir 
definieren in C*(U,S) bzw. C#(U’,S) die Pseudonormen : [ln]; = min max || 9; |[95,. 

Ni 


HIn'[la= min max || 7j||m,- Dabei sind n={n}, 9’ ={nj}, 4e0 (0, S) mit 
9: |U;=, nel (Uj, S) mit 4/|U/=xj. Aus (*) folgt unmittelbar : 


Satz 7. Es seen &,...,&¢<"(U, S) Kozyklen, so daB die Kohomologieklassen ( eo) 
eine Basis von H*(X, S) bilden. Dann gibt es zu jedem Kozyklus &&Z"(U, S) eine Kokette 


neC**(U,S) und komplexe Zahlen a, ..., a, sodaB &= ¥ a,8,+8n gilt. Die Zuordnung 
“x=1 
Ed, ...,4,, wt in bezug auf die Normen ||&\|\1, ||n\l2, |@,| linear beschrénkt. 


In der Tat ! Die Kozyklen €€Z"*(U, S) mit ||&||,<e sind fiir «+o in beliebig 
kleinen Umgebungen von OeZ"(U,S) (in bezug auf dist) enthalten. Die Koketten 
neC**(U,S) mit ||y||»<1 bilden jedoch eine Umgebung von OeC'—'(U, S). 
Nach (*) ist daher €€Z*(U,S), ||&||,<e im @-Bild des Raumes 


Wi en Gy 7). 14, ) Sh, at 


enthalten, wenn e¢>o hinreichend klein ist. Daraus ergibt sich die Behauptung 
von Satz 7. 


g. Wir werden im nachsten Paragraphen Folgen von Untergarben von koharenten 
analytischen Garben betrachten miissen. Es werde deshalb gezeigt : 


Satz 8. Es scien (X, H) ein komplexer Raum, S eine kohdrente Garbe tiber X und Sy 
Y= 1,2,3, ..., eine Folge von kohdrenten Untergarben von S, fir die S,CS, 44 gilt. Dann kann 
man zu jedem relativ-kompakten Teilbereich BCCX eine natiirliche Kahl vo finden, so daB_ S,= 5S), 
fiir v> vo ist. 


Beweis. Offenbar ist der Satz lokaler Natur. Man darf deshalb annehmen, daB X 
ein komplexer Unterraum eines Holomorphiegebietes GcC” ist. Da man die Garben S, 
S, trivial zu kohdrenten Garben nach G fortsetzen kann, ist es sogar méglich, ohne 
Einschrankung der Allgemeinheit vorauszusetzen, daB X=G ist und daB iiber G eine 
exakte Garbensequenz O?O!—-S—o erklart ist. Wir setzen O,=Ker(O!—S/S,) und 
brauchen nur noch zu zeigen, daB zu jedem relativ-kompakten Teilbereich BccG 
eine natiirliche Zahl v, existiert, so daB O,=O,, fiir v>vo gilt. 

Nun sind alle Garben O,cO*’ koharent, ferner hat man Q,cO,,,., Da imach 
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bekannten Sitzen jeder Ring O,,x¢G ein noetherscher Ring ist, folgt aus dem Tei- 
lerkettensatz, daB fiir v>v(x) gilt: (O,),=(Ovq)e 

Wir setzen O*=|JO,. Da G ein Holomorphiegebiet ist, wird O, von den 
Schnittflachen aus I'(G, O,) erzeugt. Mithin wird auch O* von I'(G, O*) erzeugt 
und ist deshalb kohdrent. Da O* lokal schon von endlich vielen Schnittflachen 
sel'(G, O*) erzeugt wird und mit Hilfe des Cartan-Riickertschen Basissatzes aus 
s(x)€(O,~), fiir eine volle Umgebung V'(x) folgt : s|V’eT(V', Oy), hat sich 
ergeben, daB eine Umgebung V(x) existiert, fiir die gilt : O,|V=O,|V, v2v(x). 
Damit ist Satz 8 bewiesen. 
§ 3. Garben in Gebieten des komplexen Zahlenraumes. 

1. Esbezeichne p= (9, ..-, Qn) €inm-tupel positiver reeller Zahlen, t= (t,, ..., 6) 


ein m-tupel komplexer Zahlen, D=(d,,...,d,,) ein m-tupel natiirlicher Zahlen, die 


auch +o sein diirfen. Wir setzen #2 =o und verstehen unter 1(0) cCO(C”) diejenige 
kohdrente Idealgarbe, die von den holomorphen Funktionen #”eI(C”, O(C”)), 
v=I,...,m erzeugt wird. K(p, D) seisodann der komplexe Raum, der den Polyzylinder 
K,={t: |t,|<p,, v=1, ..., m}nm{I(d) =o} als Tragerraum und H(d) =O(C”)/I(d) 
als Strukturgarbe besitzt. Ferner sei p,= (pe), ..., o°) ein festgewahltes m-tupel positiver 
Zahlen. Es seien folgende abkiirzende Bezeichnungen eingefiihrt : D,—=(0,..., 0), 
K (dD) ieee D), K(p) =K(p, 0), K=K(o,). Wir nennen (S, Po, wenn fiir alle v : 
0, = e gilt und betrachten Polyzylinder K(p, D) mit p< gp. 

1H GcC” ein Gebiet, so tragt das kartesische Produkt GxK(d) eine natiirliche 
Strukturgarbe H(b). GxK(p, Dd) ist also ein komplexer Raum. Es werde in 
Ta) GecK fa.,0), H? ()) eine Pseudonorm eingefuhrt, p=1, 2, 9,-2.2 ae yeae 
Schnittflache f «I kann durch Beschrankung eines p-tupels in GX K(pg) holomor- 


F d-1 x 
pher Funktionen erhalten werden. f 14Bt sich daher in eine Potenzreihe f= > fe) 
x=0 e 


entwickeln, bei der )—1=(d,—1, ...,d,—1), x=(%, ...,%,) und 


: *  /t,\% he! 
3) ne 
ist. Die f, sind p-tupel in G holomorpher Funktionen. Wir setzen || f,, ||,= 
x sup|f"(G) bA=(F9, ---. £9) und [| F|2=supllAlL- 412 ist auf eimem 
Untervektorraum von IT endlich und macht diesen ty einem vollstandigen Banach’schen 
Raum (1). 

Wie man leicht sieht, kann man jeden iiber K(d) definierten analytischen 
Garbenhomomorphismus h : H?(d)—H*(d) durch Beschrankung eines analytischen 
Homomorphismus h : O?(K)O%(K) erhalten. Wir brauchen also nur Homomor- 


phismen / zu untersuchen. Es werde zunachst die Annahme gemacht, da3 G=O ein 


; : : : : 
(*) Wir werden das > in der Bezeichnung dieser und der spater zu definierenden Normen haufig fortlassen. 
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Punkt, also GxK(p, d)=K(p, d) ist. Wir setzen in diesem Falle Wefdes cate [Re 
Es werde beachtet : Gilt d;<bd (dh. d'<d,), so ist K(p, d,) ein komplexer 


Unterraum von K(p, d). Jede Schnittfliche f el (K(p, 0,), H?(d,)) 1a8t sich in eine 
ne 


’ ; d,—1 t x 
Potenzreihe P: f=<> nes entwickeln, in der f, p-tupel komplexer Zahlen sind. 
x=0 / 
Man kann P aber auch als Potenzreihenentwicklung einer Schnittfliche 
“Ff eT(K(e, d), H?(d)) 

auffassen. Wir bezeichnen *f als die Polynomfortsetzung von f. Es gilt stets 
*f|K(@, d:) =f (aber nicht umgekehrt * (g|K (0, D,)) =g, ge (K(@, 0), H?(d)). Wir 
werden im folgenden f und *f mit gleichen Symbolen bezeichnen, wenn das nicht zu 
Mifverstandnissen fiihrt. 

Es werde mit e=(@, ...,@,), @¢<0o, stets ein m-tupel natiirlicher Zahlen 
bezeichnet. 

Satz 1. Es seien h : O?(K)+O*%(K) ein analytischer Garbenhomomorphismus, ein 
m-tupel natiirlicher Zahlen (einschl. 0), h(d) die Beschrénkung von h auf K(d). Ist dann pe 
hinreichend klein (p<, (dg, ...,4,, h)<py) (4), so gibt es zu jeder endlichen Schnittfliche 
fel (K(e,d), H(d)), mit f|K(e)eh(e)oH*(e) firalle e<d, eine endliche Schnittflache 
gel (K(e,d), H(d)) mt f=h(d)og, so daB die Zuordnung f—g unabhingig von d, linear 
beschrénkt ist. 


Beweis. Wir schwachen Satz 1 zunachst ab : Wir machen eine zusatzliche Voraus- 
setzung : « Die Zahlen d,,,,...,d,, seien endlich », so dann eine Abschwachung des 
Resultates : « Die Zuordnung f->g ist von d, unabhingig linear beschrankt, wenn 
s+0 ist. » Die so erhaltene Aussage sei mit Satz 1, bezeichnet. 

Fir s=o sind die Raume I(K(p, 0), H?(d)), T(K(e, 0), H%(d)) endlich 
dimensionale komplexe Vektorraume. Satz 19 ist also trivial. Ferner stimmt Satz 1,, 
mit Satz 1 tiberein. Zeigen wir, daB (bei festem Homomorphismus /) aus der Giiltigkeit 
von Satz 1, fiir s<sy seine Giiltigkeit fiir s=5, folgt, so ist Satz 1 bewiesen. Es sei deshalb 
fortan die Induktionsannahme gemacht, daB Satz 1,, s<s) bewiesen ist. 

Es miissen einige Bezeichnungen eingefiihrt werden. Wir setzen : 

Peg —— (00, dp, 2. «> Oe)s 

(b) M=A(O?), M(d) =A(d)oH? (dD) = M|K(d), 

(c) }=denjenigen Homomorphismus H%(d,.)/M(d,) >H%(d,)/M(d,4), der durch 
die Zuordnung o-—#,-o erzeugt wird, 

(d) dt =Kleinste natiirliche Zahl, so daB der Homomorphismus A den Halm 
it. (A4(d,)/M(D,))o, mit OeK Nullpunkt, injektiv abbildet (°), 

iat. = (0., 0...» 4,,): 


(1) e hinreichend klein bedeutet stets, daB cin e;<e, existiert, so daB fiir p<p, die btrf. Aussage gilt. 

(2) Die Existenz der natiirlichen Zahlt dt ergibt sich auf folgende Weise : Wir setzen Q= H2(d,.)/M (ox). 
Die Garben Qy={cEQ : 60 =o} bilden eine aufsteigende Folge von ieee Watergate von Q. Nach 
Satz 8, § 2 gilt: (Qv)p>=(Qw)o fiir v> vo. Mithin wird i - Q, durch A injektiv abgebildet. 
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Es sei nun e<p,, p:<p sehr klein, feI'(K(e, d), H%(d)), eine endliche Schnitt- 
flache mit || f||}<M und f|K(e)eM(e) fiir alle e<d. Gilt d, <dj{, so ergibt eine 
Anwendung von Satz 1, , das gewiinschte Resultat. Da es nur endlich viele natiirliche 
Zahlen d,<d}+ gibt, ist die Relation f+g unabhangig von d,<dj{ linear beschrankt. 

Es sei daher fortan d,>d{. Es folgt : 


(*) Es sei fas f(2) TKO. bd), H%(b)), Jod7. Es gelte jf] Kie)e Meese 


alle e<d und || f,|[> <M, mit f,eT(K(p, d’), H%(d')), D'= (1, dy ae Dann gibt 
es eine Schnittflache g*cI'(K(p, D,,), H?(d,)), derart, dab 
ie adt+1 d,—1 t,\* 
p—(2)" aayeat = 5 (2) 
P1 “=1+1 P1 
und |[g*||*<cM,, || fi ||> <qMe*'+M, gilt. Die Konstanten ¢, c.>1 sind von d, 
und ¢, sogar von (d,,9,) unabhangig. e=<¢(p,) wird mit p, beliebig klein. Ist dj =1, 


so ist auch ¢, von (d,, e,) unabhangig. 
dt—1 
Beweis von (*). Wir definieren f°=/f,- *) und setzen p= (ol, 05, > «-s Pa): 


e’ sei hinreichend klein im Sinne von Satz a Es gilt || f°|[/< er ‘M Da 
Satz 1, , voraussgesetzt und f°|K(e)e¢M(e) ist ('), kann man eine Schnittflache 
g* eT (K(e, d,), H(d,,)) finden mit let Iis<emn,( 2)" und A(d*+)og*=/f°. Dabei 
ist ¢)>1 von f, d,, e,, 2 unabhangig. Wie man leicht sieht, gibt es eine weitere von g*, 
d,, D<d,, unabhangige Konstante ¢’>1, so daB ||A(dD)og* |[P.<c’||g*||Ps gilt. 
Daraus folgt sofort, daB_f— 2) Ad)og* = yale (2) mit 


\P1 “x=1+1 P1/ 
x—l 
I falls<an,-+eae (25) 
1 
ist, q,¢.d, 
Es sei fortan o'}) so klein gewdhlt, daB aE e<p, die Zahl ce<1/4 ist. 
Wir wahlen eine beliebige Schnittflache f= ‘Ss AG a el(K(e, 0), H%(d)) ~mit 


x=d; 


f |K(e)eM(e) fiir alle e<d und Ac | <M. Nach (*) gibt es eine Schnittflache 
eT (K(e, Dx)» H?(d,)), derart, daB 


leiPt<emn, f=f—(4)"-a(ojog— "E ro(2)" 


5 x=di +1 
DR ees ey oes 2 
) Es gilt f°|K(e)EM(e) fiir e<b+ aus folgenden Griinden : Zunichst folgt aus Satz 1,_, : f|K(e,d) =A(d)og 
mit )=(I+1, d,, ...,dm), gET'(K(o, 5), HPS ))) wenn e hinreichen klein ist. Also ist 
Sf =h(dy)°gET (K(6o, D4), M(0y)) 
und mithin liegt der Keim von f° =f fate Saber Oon M(o,) i D f D 
. Es ist aber K(e, 0) =f | K(e, d aXe! 
daher f° =f °| K( e, +), woraus S§EM(0T) folgt, q.e.d. Oe eae 
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Durch Anwendung von~(*) auf 
&ET(K(e, dy), H?(d,)) mit 


Sos Uk 2 d,—1 nx 
[| g2 | Pr<eyM (1 +4 a =e = f— ey h(d)og, = > ra(2) ; 
\P1/ x=dt++2  \0y 


AS [le <BeCr + gi gH. (rf gt) Mr 4 ght 4 9. git, 


gewinnt man sodann eine Schnittflache 


Durch Fortsetzung des Verfahrens gelingt es, Schnittflachen 


g, eT (K(p, Dx), H?(d,)), poape-n_(4y -A(d)og, ET (K(p, Dd), H"(d)) 


zu konstruieren, Immer bleibt || f° ||<2 9M und mithin |g, |*<2¢,Mt. Fir 
foo) t v ; 
g= 5 (2) g, gilt: A(d)jog=f. 
v=1\?1 
Ist fel (K(p, 0), H%(d)) mit f|K(e)eM(e) und | f|2<M eine beliebige 
Schnittflache, so kann man f*=f|K(p, d*) bilden. Nach den Uberlegungen zu Anfang 
des Beweises gibt es dann eine Schnittflache gt ¢T'(K(p, d,), H?(D,)) mit ||g* [|< cM 
und A(d*)og*=f*. Wir setzen f*=f—A(d)ogt, es gilt wieder /*|K(e)eM(e) 
d,—1 x 
fiir alle e<d, aber dariiber hinaus : f*= > f; (=) . Also 1aBt sich das letzte 
“x=d; P1 


Resultat anwenden. Satz 1 ist damit bewiesen. 


Im Falle, da8 dj=1 ist, vereinfacht sich der Beweis von Satz 1 etwas. Es folgt 
dann : 


Zusatz I. Die Zuordnung f—g ist sogar von (9, d,) unabhdngig linear beschrankt. 


Offenbar ist dj genau dann gleich 1, wenn der Homomorphismus ) die Garbe 
S=H1(d,.)/M(d,) tiber K(p,, Dy), 1 < Go injektiv abbildet (*). Wir werden spater solche 
Garben torsionsrecht nennen. Wie man leicht sieht, ist iia. fg nicht von <p") 
unabhangig linear beschrankt. 

Wir definieren noch : 


e) von m-tupeln natiirlicher Zahlen konvergiert 


a) Eine Folge e,=(e4), ..., && 
gegen oo, wenn jede Komponentenfolge ¢) 


b) min(e, d) =(min(e,, d,), ..., min(¢,, d,))- 


gegen o konvergiert. 


, Zusatz Il. Es gibt cine von f und e<p, unabhingige Funktion f(e) <e, deren Werte 
und Argumente m-tupel natiirlicher Xahlen sind, so daf folgendes gilt : 

1) lim f(e) = 0, 

e>o 

2) Ist f|K(min(e, dD))=0, so kann man g so wiahlen, dap g|K(min(f(e), 0)) =o 

und die Zuordnung f->g unabhingig von d, linear beschriinkt ist. 
(1) Der Trager T der Garbe Ker 2 ist eine analytische Menge, da Ker  kohirent ist (vgl. § 7). Es gilt OEET. 

Daraus folgt die Aussage. 
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Der Beweis von Zusatz u ergibt sich unmittelbar, wenn man dem Gang des 
Beweises von Satz 1 folgt. 

Man erhalt nun unmittelbar eine Aussage, in der § 1, Hilfssatz 1 enthalten ist : 

Satz 2. Es seien Ms, Myc0$, De K = Nullpunkt, Untermoduln. Zu jedem 
m-tupel e -natiirlicher Zahlen und zu jedem Element f eM, gebe es ein Element f'eMy 
mit f—f'eO§-I(e). Dann gilt MocMp5. 

Beweis. Nach dem Riickertschen Basissatz gibt es Basen fj, .--, fps ft» ---» f, von 
Ms bzw. Mo. Ist e, hinreichend klein, so sind alle diese Funktionen in K holomorph, 
durch die Zuordnung (a, ...,4,)>Za,f{ erhalt man dann einen Homomorphismus 
h : OP->O%. Nach Satz 1 gilt f,|K(e)eT(K(e), 4(O7)), wenn e<p, und mithin 
MpycMp>. 


2. Es seien GcC" ein Holomorphiegebiet, x die Produktprojektion GxK—G, 
F ein q-rangiges komplex-analytisches Vektorraumbiindel iiber GXK. Es ergibt sich : 

Satz 3. F ist analytisch dquivalent zu der Liftung x~*( F ) eines q-rangigen komplex- 
analytischen Vektorraumbiindels F iiber G. 


Beweis. Wir setzen F=F|Gxo (mit o=Nullpunkt aus K) und erhalten ein 
Vektorraumbiindel iiber G, da GxowG ist. Weil GXK auf GxXo zusammenziehbar 
ist, sind F und n*(F) topologisch aquivalent, weil ferner GXK_ ein holomorph-voll- 
standiger Raum ist, folgt nach [8], Satz 1 die analytische Aquivalenz n(¥) ~ i 

Man braucht zwischen analytisch Aquivalenten Biindeln nicht zu unterscheiden 
und darf deshalb voraussetzen, daB F=x-\(F) ist. 

Es sei T={T,, teI} eine hinreichend feine Steinsche Uberdeckung von G. 
F kann dann durch einen Kozyklus ®={®, , (z) : 4, .eI}eZ'(T, GL(g, C)) gegeben 
werden. Die Ausdriicke ®, ,(z) sind holomorphe Abbildungen T,,, =T,nT,,+GL (gq, C) 
und werden wie iiblich « transition functions » genannt. Das Biindel F entsteht durch 
Verheftung der kartesischen Produkte T Cae z, w) : zeT,, weC%} vermége der 
biholomorphen Abbildungen : T,,.xC!+T,,, xO! : (4, z, w)>(u, Z ®, ,,(z)ow). 

Wir setzen T={T,=T,xK: rath = {he O.gs S7Ue GL(q, C)). Es 
folgt sofort, da8 F durch den Kozyklus ® gegeben wird. Da F durch Verheftung entstanden 
ist, gibt es kanonische holomorphe Abbildungen b,: oT )> 7 x Ct, die durch Liftung 
der kanonischen Abbildungen },: 9 ‘(T,)+T,xC! erhalten sind. Dabei bezeichnen @, 6 
die Biindelprojektionen E +G, F>GxK. 

Ist sel'(B, ¥), Bet, eine Schnittflache, so wird s durch i), auf eine Schnittflache 
in dem trivialen Biindel T, x C? abgebildet, die man als ein g-tupel holomorpher Funk- 
tionen deuten kann. Wir bezeichnen dieses g-tupel mit b, (s). 

Es sei nun U={U;:ieJ} eine offene Uberdeckung von G. Wir nehmen an, 
daB U eine « eigentliche Verfeinerung » von T ist (in Zeichen UccT). Das bedeutet 
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folgendes : Zu jedem Element ie¢J ist ein Element +(t)¢I definiert, so daB aus t= (i) 
folet > Ueeel. 

Wir greifen auf die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes zuriick und setzen 
U(e) 3 RO ga (e) } und fiihren in C(U(p), F) eine Pseudonorm ein. Ist 
E={t, eC (O(e), F) eine Kokette, so setzen wir: 

Velaro ib cat tO 5) (IP 2, Dex (00,%., 00), 


Voy ae ty, By b= T (iy) Stabe 

Wir untersuchen zunachst den Fall, wo K=o ein Punkt ist, und setzen in diesem 
Falle anstelle von HE lle einfach ||&||,. Es gilt F= F. Wir setzen fortan voraus, 
daB U eine Steinsche Uberdeckung von G ist. Ein Satz von Leray besagt dann, daB 
HU, F)=H(G, F) ist, v=o,1,2, .... Aus dem Theorem B von H. Cartan folgt 
deshalb : H’(U, F) =o, v=1,2,3, ... . Wir zeigen dariiber hinaus : 

Hilfssatz 1. Es seien G'ccG ein Teilgebiet, V={V;} eine offene endliche Uberdeckung 
von G’, die eine eigentliche Verfeinerung der Uberdeckung U ist. Dann gibt es zu jedem Kozyklus 
Eex’(U, F), v>1 eine Kokette yeC’*(V, F), so daB &|G’=8y ist. Die Zuordnung 
Ey, ist in bezug auf die Normen ||&\|,, ||y||, linear beschrankt. 


Beweis. Die Gruppen C”(U, F), Z’(U, F) lassen sich als komplexe Vektorraume 
auffassen. Versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz sind sie Fréchetsche 
Raume. Da 8: C’—'(U, F)>Z(U, F) stetig, linear, surjektiv ist, folgt aus einem Satz 
von Banach ([2]), daB S$ eine offene Abbildung ist. Daraus ergibt sich aber unmittelbar 
die Behauptung des Hilfssatzes (vgl. § 2, Abschnitt 8, wo ein ahnlicher Schluss durch- 
gefiihrt ist). 

Die Aussage von Hilfssatz 1 iibertragt sich unmittelbar auf unsere Produkt- 
gebiete GxK(p) : 

Satz 4. Es seien G'cCcG ein Teilgebiet, V={V;} eine offene endliche Uberdeckung 
von G', die eine eigentliche Verfeinerung der Uberdeckung U ist. Dann gibt es zu jedem Kozyklus 
£<2°(U(p), F), v>1 eine Kokette neC’—(V(o), F), sodaB &|G'x K(e) =8n ist. Die 
Relation &->7 ist in bezug auf die Normen ||E\|yo. ||"|ly,p wnabhdngig von e linear beschrénkt. 


Der Beweis ergibt sich durch Potenzreihenentwicklung von & nach den Variablen t 
von K(g). 


3. Wir zeigen jetzt, indem wir die Bezeichnungsweise des vorigen Abschnittes 
beibehalten : 

Satz 5. Es seien Fy, Fy zwei komplex-analytische Vektorraumbiindel tiber GX K, h ein 
analytischer Homomorphismus der Garbe F, in die Garbe Fy. Ferner seen VCCUCCTH, , U 
die im vorigen Abschnitt definierten Uberdeckungen. Ist dann e< Qo hinreichend Klein, so gibt es zu 
jedem Kozyklus &={8,... wjeZ(U(e), iri ee: peryurs (0), M), M=h(F) 
einen Kozyklus neX” Wiel. F,), so dap HG x fe} = h(n) ist. Die En Ey 
ist linear beschrankt. 
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Zum Beweis von Satz 5 zeigen wir zundchst : 
(x) Es gibt zu Fo, F, ein Holomorphiegebiet P mit G’ccPccG und zu jedem 
o<p, cin p, mit p<p,<p,, so daB iiber PXxK(p,) eine exakte Garbensequenz 


hi- hi h h wee . 
o>F, > F,_, > ...4F,+F) existiert, in der F,, v=o,1,..., komplex-analy- 


tische Vektorraumbiindel vom Range p, bezeichnen und h)=/A ist. 

Beweis von («). Wir wahlen ein (offenes) analytisches Polyeder P mit G’'ccPccG 
und ein m-tupel @,, p<e;<po. Ist M, der Kern der Abbildung fy, so wird jeder Halm 
von M, iiber einer Umgebung U(PxK(p,)) durch festgewahlte Schnittflachen 
Sy ew, Se T(G X KYM) )ieerzeugteaaaiag avr a®))-» Xa”)s, ist dann ein analytischer 
Homomorphismus von F,=O”(U) auf M,|UcF,|U, die Sequenz (1) : F, $F, Fy 
somit iiber U exakt. Da es beliebig kleine Holomorphiegebiete P’ mit PccP’ gibt, 
kann man das geiche Verfahren auf M,=Ker 4, anwenden und so beliebig fortfahren. 
Nach dem Hilbertschen Syzygiensatz gibt es eine Zahl 1<n-+m, sodas M,_, eine freie 
Garbe ist. Wir definieren dann : F;=M,_, und erhalten damit die exakte Sequenz (x). 

Satz 5 14Bt sich nun durch Induktion iiber / beweisen. Wegen (*) kann man fortan 
ohne Einschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB tiber GXK_ eine exakte 
Sequenz : 


h h 


gegeben ist. Wir betrachten zunachst den Fall der Kozyklen vom Grade v=o und 
fiihren folgende Bezeichnungen ein : 

1) Es sei G,, x=0,1,2,3 eine Folge von Holomorphiegebieten mit Gy=G, 
GicG Ge cc G:, 

2) Esseien U,={U™}, x =0, 1, 2,3 Steinsche fiir x +0 endliche Uberdeckungen 
von G,, bzw. von G;im Falle x=1. Es gelte U, =U, VcUs, U,,,., sei eigentliche Verfei- 
nerung von U,,. Alle Elemente U')eU, seien Polyzylinder und so klein gewahlt, daB 
fiir sehr kleines e fiir den Polyzylinder U“) =U xK(p) die Aussage von Satz 1 gilt. 

Wir diirfen voraussetzen, daB ep unabhangig von 1 « hinreichend » klein gewahlt 
ist. Wir setzen U™ =U” x K (p), U,,={U®}. 

Es seinun €eI(G, Fy), ||&||,.<Mt vorgegeben. Nach Satz 1 gibt es Schnittflachen 
eel UO) Fyemits||E4 [vip <e,M und A(é,) =&. Fiir den Kozyklus y= S{E}eZ1(U,, F,) 
gilt ||4|}.,.<2 4 Mt. Nach Induktionsvoraussetzung laBt sich ein Kozyklus 4*€Z! (U,, F,) 
mit h,(4*) =y, ||n*||,,.<@Mt finden. Satz 4 ergibt : 7 


n* =—dy, yeO°(U;, F,), |] 7 


ee wegut. 
Es ist €*=h,(y)+{é}e0(G,, F,) umabhangig von « definiert, es gilt 
h(E*) = &, ||E* resent Wess 


In ahnlicher Weise folgt aus der Induktionsvoraussetzung die allgemeine Aussage 
des Satzes. Zundchst seien wieder einige Bezeichnungen eingefiihrt : 
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1) Es' sei G,; x=, 17:2, 3 ‘cine Folge von Holomorphiegebieten mit G,=G, 
G'cG,,/G..,.acG.. 

2) Es seien U,={U"} Steinsche Uberdeckungen von Guha, Teak aae 
Es gelte Uy =U, U%t¥ccU™, VEU,. Die Uberdeckungen U,, +0 seien endlich. 

Es sei wieder p hinreichend klein gewahlt und E={&, .}€Z°(Oy, Fy), [JE lu, «<M 


vorgegeben. Wie vorhin gezeigt, lassen sich Schnittflaichen er eel (Ul as. Bae 


lo... by? 


HE lly p< eM bestimmen. Wir setzen 4=d8{E) }eZ’+4(U,, F,) und wahlen 
ein y*eZ**(U,, F,) mit Ay(q*)=y und ein ye(O,, F,) mit 3y=7*. Es gilt 


Ht beatae. S'= {EF }— ayy) eZ" (U,, F,) ist ein Kozyklus, fir den A(&')=&, 
re |b eve. gilt, q.e.d. 

Damit ist der InduktionsschluB durchgefiihrt. Um die Induktionsbasis zu gewinnen, 
miissen wir exakte Sequenzen (2) o-F,-F, betrachten. Da man aber (2) durch 
o+>o-—F,—F, ersetzen darf, geniigt es die Sequenzen o->o->F, zu untersuchen. Fiir 
diesen Fall ist jedoch die Aussage von Satz 5, trivial. 


Aus dem Beweis zu Satz 5 und dem Zusatz 1 zu Satz 1 folgt : 


Zusatz zu Satz 5. Es see S=Fy/h(F,) torsionsrecht. Dann ist die Zuordnung —&—>7 
von ,<e't) unabhdngig linear beschrénkt, wenn p, sehr klein ist. 


Dabei nennen wir eine Garbe S iiber einem Gebiet GXK_torsionsrecht, wenn 
der Homomorphismus i : S§—>Sg : o-t,-o injektiv ist. S§ bezeichnet die Menge 


der Halme von S tiber GxO, OcK. 


Korollar zu Satz 5. Es sei) McO’(GxK) eine koharente Untergarbe. Ist 
dann pe<gp, hinreichend klein gewahlt, so gibt es zu jedem Kozyklus €Z” (U(e), M) 
eine Kokette 1eC’—1(V(p),M) mit &/G’xK(p)=8y. Die Zuordnung +7 ist 
linear beschrankt. Ist O%/M_ torsionsrecht, so ist ~—y sogar von , unabhangig 
linear beschrankt. 

Beweis. Es seien P, ein analytisches Polyeder mit G’ccP,ccG und p,<gp ein 
m-tupel positiver Zahlen. Man kann iiber P,xK(p,) eine exakte Sequenz O?>+M-—o 
definieren. Das Korollar ergibt sich sofort durch Anwendung von Satz 4 und Satz 5. 


4. Wir werden im folgenden Satz 5 nur fiir den Fall benutzen, daB F,=O?, 
F,=O% ist. Es sei fortan T stets die triviale Uberdeckung T={G} von G. Wir 


fahren mit der Verallgemeinerung von Satz 1 fort : 


Satz 6. Es seienh : O° (Gx K)>0O1(GXK) ein analytischer Homomorphismus, U, V 
die in Abschnitt 2 definierten Steinschen Uberdeckungen von GX K, bzw. G'x K, Dd ein m-tupel 
von Lahlen 1, 2,3, ..-, 0. Ist dann e<pp hinreichend klein gewiéihlt, so gibt es zu jedem Kozyklus 
E={E, }eZ(U(p), M(d)) mit M(d) =h(d)oO” einen Kozyklus neZ'(V(p), H(D)), 
so dag E=h(d)on ist. Die Zuordnung &—>n ist in bezug auf die Normen ||El lees [la |lyp mear 
beschrankt. 
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Beweis. Wir definieren tiber GK _ eine koharente Untergarbe M, von O1(GxK), 
indem wir : 

1) M,|Gx (K—K(bd)) =O7(GxK) |Gx(K—K(b)), 

2) f.e (My).<>f,|G x K (d) ¢(M(d))., eG x K(d) 
fordern. Es seien 
Ke = (Ty Oy 205-0) sha (0, lp eras Opec eee (o, ..., 0, el (GKXK ONG hy 
q-tupel holomorpher Funktionen. Es werde k,,=t®-k, gesetzt. Ferner sei /,, v=1,...,p 
das h-Bild der Schnittflache (0,...,0,1,0,...,0)¢I'(O?(GXK)). Bezeichnet dann f, : 

; T=) — te Stell gana 

O7+(GxK)-+O(GxXK) denjenigen Homomorphismus, der durch die Zuordnung 
c=(o,, o,,)>2o,,k,, + Zo,l, erzeugt wird, so bildet fh, : O?+™(GxK) auf M, ab. 
Schreiben wir O°+2"(GXxK)=O?@O%”, so wird O? durch fh, auf M und O™ auf 
O!%.1(d) abgebildet, wobei I(d) die von den Funktionen i”, v= i, a. ep eee 
Idealgarbe bezeichnet. 

Ist nun EeZ” (U(e), M(bd)) ein Kozyklus, so wenden wir auf jeden Koeffizienten 
é...y die im Abschnitt 1 beschriebene Polynomfortsetzung an und erhalten einen 


Kozyklus <0 ={2° eee: (U (pe), M,). Nach Satz 5 gibt es einen Kozyklus 
cere (OWES 

mit &*=h,(n*). Wir bezeichnen mit » das Bild von »* in O-1(V (e), H?(d)), das 
dort durch die natiirliche Abbildung O?®O”->O?->+H?(d) definiert wird. Offenbar 
gilt A(dD)on=&, die Zuordnung €—y ist linear beschrankt, q.e.d. z 

In den folgenden Paragraphen wird benutzt werden, daB die Zuordnung €—y7 
sogar von d, unabhangig linear beschrankt ist. Wir zeigen zunachst : 

Satz 7’. Es seienh: O? (Gx K)+0O'(GxX EK) ein analytischer Homomorphismus, G'ccG 
ein relativ-kompaktes Teilgebiet, D=(d,,...,d,,) ein m-tupel von Zahlen 1, 2,3,..., 0. 
Ist dann e<pq hinreichend klein, so gibt es zu jeder Schnitifliche sel (GX K(p, 0), M(d)) 
eine Schnittfliche ‘se (G' x K(p, d), H?(d)) mit s|G'x K(e,d) =h(d)os. Die Zuordnung 


s->'5 ist unabhdngig von d, linear beschrankt. 


Beweis. Da man mit Hilfe der Methoden des Beweises von Satz 6 zu M,, 


Dy =(0, d,,...,d,) tibergehen kann, darf man ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
voraussetzen, da} d/= 00, v=2;..., mist. 

Wir tiberdecken einen abgeschlossenen Polyzylinder P, G’ccPccG mit kleinen 
Polyzylindern Z,cG und wihlen @ so klein, daB fiir die Polyzylinder Z,xK(p) der 
Satz 1 gilt. Uber Z,xK(g) lassen sich sodann Schnittflachen 5, in O? bestimmen, 
so daB h(d)os,=s|Z,xK/(p, d) ist. Die Zuordnung ss, ist unabhangig von d, in 
bezug auf die Normen ||s|[>,, ||'5,||Ps, linear beschrankt. Wir setzen SyeailS oe 
Es folgt : ‘,,|Z,,,.xK(, d) =o. Wir diirfen wegen Satz 6 voraussetzen, daB d,> dt 
und #—1.0%/M_ torsionsrecht ist. Bezeichnet M>M _ die kohirente Untergarbe der 
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Keime s,¢O% mit lege Mi, sO gilts) = '5, awfel(Z,. xX K(e), M). Durch Anwen- 
dung des Korollars zu Satz 5 folgt : Es gibt eine Kokette {si}, sseT'(Zi x K(p), M) 
mit 8{s}}={s,}. Dabei bezeichnet Z’ = {Z/} eine Polyzylinderiiberdeckung 
von P, die eine eigentliche Verfeinerung der Uberdeckung Z = {Z,} ist. Die Zuordnung 
{s/,,,}->{s,} ist linear beschrankt. 

Man kann nun nach Satz 1 Schnittflachen s,eT(Z) x K(pe), O”) bestimmen, so 
daB h(s,) =t'.5, ist. 5,,,=5,,—3,+5,—s, ist ein Kozyklus aus Z'(Z’ x K(e), Ker h). 
Es gilt nach dem Korrollar zu Satz 5: {s,,}= {nm}, n,eP(Z!’xK(p), Ker h). Dabei 
ist Z'’={Z_'} eine endliche offene Uberdeckung von P, die eine eigentliche Verfei- 
nerung von Z’ ist. Setzen wir ‘5 =S5—y,—s,, so erhalten wir die gewiinschte Schnittflache. 


Man sieht sofort, da8 die Zuordnung ss unabhangig von d, linear beschrankt ist 
Es folgt sofort : 


Zusatz zu Satz 7’. Ist H%(d,)/h(d,)oH?(d,) torsisnsrecht, so ist sS sogar von 
(e1, d,) unabhdngig linear beschrénkt. 


Unter Benutzung von Satz 7’ und der Methoden des Beweises von Satz 7’ ergibt 
sich sofort : 


Satz 7. In Satz 6 ist die Zuordnung —->y sogar von d, unabhdngig linear beschrénkt. 


Zusatz. Ist H"%(0d,.)/h(d,,)oH?(d,.) torstonsrecht, so ist Ey sogar von (64, d,) 
unabhdngig linear beschrankt. 


Die Durchfiihrung des Beweises sei dem Leser iiberlassen. 


5- Es sei S eine koharente analytische Garbe tiber GXK. Da GXK ein Holo- 
morphiegebiet ist, kann man iiber jeder kompakten Teilmenge von GXK eine exakte 
Sequenz IT : O%+S-—o definieren. Wir nehmen im folgenden an, daB [ tiber ganz 
GxK_ erklart ist. 

Man kann die analytische Garbe und ebenso die Auflésung I auf jeden Unterraum 


GxK(d) beschranken. Die Beschrankungen seien mit $(D) bzw. I'(d) : H*(d) +S(b) +0 
bezeichnet. ['(D) ist wieder exakt. 
Ist BCG eine offene Teilmenge, so kénnen wir in rebreti Dd), S(d)) eine 


Pseudonorm einfiihren. Wir setzen fiir sel'(BxK(p, 0), S(d)) = ||5Ilso= a dl Sie 
Dabei durchlauft f die Schnittflichen aus I'(Bx K(g, 0), a mit a(D vars Gibt 
es keine Schnittflache f mit «(D)of=s, so sei ||5||,.= ©. 


Eine ahnliche Norm laBt sich fiir die Koketten definieren. Es sei wieder U={U,} 
eine offene Uberdeckung von G, U(e ) die in Abschnitt 2 definierte Uberdeckung 
von GXK(pe), die wir auch als Uberdeckung von GxK(p, 0) auffassen. Ist dann 


este. yecr(U(e) S(d)) eine Kokette, so setzen wir : [8 lop= max ||E,.. il lea 


sty ep” 


Es seien nun wieder U eine Steinsche Uberdeckung von G, V={V,} cme 
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endliche offene Uberdeckung von G'ccG, die eine eigentliche Verfeinerung von U ist. 
Wir zeigen : 

Satz 8. Ist p<p, hinreichend klein gewdhlt, so gibt es zujedem Kozyklus F&X”( U (e), S(d)) 
eine Kokette neC’—(V(p), S(d)) mit 8n=&|G'. Die Zuordnung &->n ist in bezug auf die 
Normen |\E|luo> [["|lve wnabhdngig von (4, 41), P<P1<Po linear beschrankt. 

Es ist zweckmassig zum Beweise von Satz 8 zunachst drei Hilfsaussagen herzuleiten : 

Analog zu Satz 4 folgt aus Hilfsatz 1 : 

Satz 4a. Es sexe EEX" (U (e), H2(d)) ein Kozyklus. Dann gibt es eine Kokette 
yer 1/V (ep), H%(d)) mit 34=&|G'. Die Zuordnung En ist unabhdngig von (p, Dd) 
linear beschrankt. 


Wir zeigen ferner : 
Hilfssatz 2. Es sei M(d) CH%(d) eine kohérente Untergarbe. Ist dann p< Po hinreichend 


klein, so gibt es zu jedem Kozyklus Fe2(U (p), M(d)) eine Kokette nee M(»d)) 
mit Sn=&|G'. Die Zuordnung &->7n 1st linear beschrankt. 


Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 6 zu M,cO*% itiber. Unser Hilfsatz 
ergibt sich sodann unmittelbar aus dem Korollar zu Satz 5. 

Es folgt weiter : 

Hilfssatz 3. Es sec M(d,,) eine kohdrente Untergarbe von H%(d,) tiber GX K(0,), 
D,=(0,d,,...,d,,). M(d) bezeichne die Beschrinkung von M/(d,) auf GxK(d). Ist 
dann e< py hinreichend klein gewahlt, so gibt es zu jedem Kozyklus FeX”( U (e), M(d)) ene 
Kokette neC’—'(V(e), M(d)) mit sn=&|G'. Die Zuordnung &—>7n ist in bezug auf die 
Normen ||€\lco [[nllyp unabhdngig von (9, d,), p<e1 <p Linear beschrénkt. 

Beweis. Wir bezeichnen mit M, die Garbe M(d,)né{/-H%(d,). Man zeigt leicht : 

(1) Alle Garben M,, sind kohérent. 


Es werde M,=i,"M, gesetzt. Alle Garben M,, h==0, 1; 2,.. 4. ) sind epeniana 
koharente Untergarben von H‘(d,). Es gilt M(d,) =M,cM,c. ... Wegen § 2, Satz 8 


diirfen wir annehmen, daB eine natiirliche Zahl py, existiert, so daB M,=M, fiir 
> gilt. dt sei die kleinste der Zahlen py. Wir zelgen : 


(2) Die Kuordnung E->n ist fiir d.<oo unabhéngig von 9, linear beschrankt. 


Fir d,=1 ist das trivial. Es ist also nur zu zeigen, daB aus der Giiltigkeit der 
Aussage fiir den Fall d,<d') ihre Giiltigkeit fiir den Fall d,=d folgt. 

Es seien G,, x=1,2 Holomorphiegebiete mit G’ ceG;ceG, ceG, Vv eume 
VccV.ccV,c ccU age Steinsche Uberdeckungen von G,,. Wir beschranken den 
Kozyklus EeZ(U (e), M(d9)), Do= (4, da, ..., d,,) auf 

GK (9; (d;) Dp er. I, de, sea 
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und bestimmen eine Kokette meC'="(V, (p), M(d,)) mit 93y,=&/G,xK(p, dj). 
Nach Satz 7 kann man eine Kokette m€C’—(V,(p), H?(0/)) finden, so daB, 


A(d,)on; =, gilt. Dabei ist Ah : O?->O*% ein Garbenhomomorphismus, so daf 
h(d,)oH?(d,) =M(d,) ist. Es ar eine von (9,,d")) unabhangige Konstante c, 


‘ 
* (0) 


or \ ala 
derart, da Ville <ell tan 0 J} -[Imallae gilt (mit p*=(el, em ---» On): 


Wir setzen y,2=h(d))on,. Es folgt Inelh, e<¢' || |h,e» wenn p sehr klein ist. 
: (ty \ar'— 
Ie ist “6, = em) /(2 “EZ(V, (e), Myo, (1, ds, vss5 Oy)! C1 KOZyelus, 
1 


Man kann nach Hilfssatz 2 eine Kokette 3eC’—'(V(p), Myw_, (1, dy ..-, d,)) 
. t, \ a's) —1 
finden, so daB Sy3=—&, ist. Es folgt fiir »=x7,+ (=) nz die Gleichheit €|G’ = 9». 
P1 
Man sieht sofort, dafS y->& unabhangig von g, linear beschrankt ist, q.e.d. 

Nach dem vorstehenden ist klar, da Hilfssatz 3 gilt, wenn H/’(d,)/M(d,x) 
torsionsrecht ist. Um ihn zu beweisen diirfen wir jetzt annehmen, daB d,>d? gilt. 
Wir beschranken den Kozyklus € auf GxK(p,d*). Wie wir gezeigt haben, kann 
man eine Kokette 4*¢€C’~'(V,(p), M(d*)) finden, so daB 5,+=£|G,xK(p, d*) gilt. 
Wie vorhin kann man y* zu einer Kokette n*eO-1(V, (0), M(d)) fortsetzen. Die 
Zuordnung y*->7* ist unabhangig von (p,, d,) linear beschrankt. Es folgt 

t 1 ex ~~ 
gt = (Ent) /(2) "22" Wale), May (d) 
1 


und mithin &*=Sy, wobei &€+—-y unabhiangig von (p,, d,) linear beschrankt ist, 
: ; oes ‘ 
da M,;. torsionsrecht ist. Fir y=y*+y- (2) gilt : dy=&€|G’, was den Beweis des 
1 


Hilfssatzes abschlieBt. 

Der Beweis von Satz 8 ist nun nicht mehr schwer. Wir bezeichnen mit M (d,) 
die Kerngarbe der Abbildung «(d,,) : H%(d*)—>S(d*), G, sei wieder ein Holomorphie- 
gebiet mit G ccG,ccG und V, eine Steinsche Uberdeckung, wie im letzten Beweis. 
Ist EeZ(U (p), S(D)) endlich, so gibt es eine endliche Kokette ™m€C’(U(@ res ip) 
mit «(D)on,=&. Der Kozyklus dy, _ liegt in Z*1(U(p), M(d)). Es gibt also eine 
Kokette mel (V1 (0 ), M(d)) mit dy=dy. = m— me Z"(V1 (0 ), dd? (@)) _ istealso 
ein Kozyklus. Nach Satz 4a gilt : §—=dy, yeQ” 1(V (e ), H%(d)). Also hat sich 


-ergeben : €=38y fiir y=«(D)oy und es ist klar, daB die Zuordnung 7 unab- 


hangig von (9,, d,) linear beschrankt ist. 
In analoger Weise folgt aus Hilfssatz 3 leicht der folgende Satz : 


Satz 9. Ist e<p, hinreichend klein, so ist die Zuordnung 
ss’ =s|G'XK(p, b), sel (GXK(p, d), 5(d)) 
in bezug auf die Normen ||s||,,> ||5’ ||, Unabhangig von (d,, g,) linear beschrankt. 
Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. 
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6. Unsere Norm fiir die Schnittflachen in S(D) wird im wesenlichen durch die 
Auflosung I'(d) : H%(b)>S(d)—+o bestimmt. Im ndchsten Paragraphen wird 
besonders das Verhalten dieser Norm bei Anderung der Auflésung interessieren. Es 


werde deshalb folgende Betrachtung durchgefihrt : 
Es seien G,xXK, x=1,2 zwei Holomorphiegebiete tiber denen kohdrente ana- 


lytische Garben S, und Auflésungen T,, : O%>S,—>0 gegeben sind. sei eine 
holomorphe Abbildung von G,xK in G,xK, die die Punkte (, t)e¢G,xK auf Punkte 
(z,, t)e¢G,xK_ abbildet, also in t die Identitat ist. Uber dieser Abbildung mége eine 
stetige Abbildung 4, : S,®)G,xK-—->S, gegeben sein, die die Moduln (S,), opera- 
torvertraglich in (S,),, *= p(y) abbildet, also ein Garbenhomomorphismus ist (+). Das 
Diagramm : 

Se is S1®,,Gex K 

Y Y 


G,xK ie Grate 
Vo 


ist kommutativ. 

Weil G,xK_ ein Holomorphiegebiet ist, kann man iiber G,XK_ eine stetige 
Abbildung 4, : O%(G,xK)®,,G,xK—~O%(G,xK) bestimmen, so daB (, }2) ein 
Garbenhomomorphismus und das Diagramm : 


or 2 Ote,G,xK 
ae eed 


kommutativ ist. 
Es seien nun B,ccG,, v=1,2 offene Teilmengen,  _ bilde B,=B,xK in 
B,=B,xK. ab. Wir zeigen : 


Hilfssatz 4. Es sei fel (B,x K(e, d), H"(d)), p<py<py eine Schnittfléche. Dann 
ist die Kuordnung f—>g—=foby)|B,x K(pe, 0) unabhingig von (e,d) linear beschrinkt. 


Beweis. Wir setzen zunachst voraus, daB f von t unabhangig ist. Es ist dann f noch 
in B,xK(bd) holomorph und es gilt || ||, .=||/|ln,.,=2t- Fiir die Potenzreihenent- 


Dd x 
wicklung g= > g, =) hat man deshalb 
x=0 
Cea Pm \ *m x = 
1 <a SAA. (75 <9,0tal|, |x) gee a= max eH /oM<r, 


as ae > Dd x 
Ist f beliebig, so folgen fiir fol, |B,xK(p)=g= Y¥ g, () die Ungleichungen 
@ : I ae x=0 
8l<aM > al =m : , wenn W=||fl|I,,, ist, q.e.d. 


[| — 


(1) }, miiBte, genau genommen, als Paar (Yo. ¥1) definiert werden. Vgl. die Definition in § 1. 
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Durch . werden die Schnittflachen ee One: 50)5 fa = (Op 1) 0, Se AO) 
Jun= (0; «++, 0, 1)€T(G,XK, O*) auf Schnittflachen S,El(G,xK, O") abgebildet, 
v=1,..., 9. Uber B,xK(p)ccG,xK gilt: f= 5 f0(=)" mic 
x=0 e 
FY <a, a<t, >t. 

vat 
Ist. f== > RAET(B x Ke, bd), H*(d)) eine Schnittflache mit || f||, o> [Alle = Mt, 

a ve “ : 
so hat man fiir g= > (kot) f) die Bezichung 

1 


v= 


ve Dd ‘ “ / u D x 
gm dS sae(=)ra(2)'= 5 (E's sae 


v=1 x=0 x=0 e, woxv 
‘ 3 t\> 
wobei kjoby= 5 k” (<) gesetzt ist. Nach dem Hilfssatz gilt: |A%)|<c)Mt. Somit folgt : 
x=0 


4 m A : 
l|g| le 1° Ce" = WM, wobei simtliche Konstanten von (9d, e) unabhangig sind. — 
Damit ist gezeigt : 


Satz ro. Es sei ep<e,<py. Die Schnittflachen aus I'(B,xXK(p, dD), S(d)) seien 
mit s bezeichnet. Dann ist die Zuordnung s—s'=4,(s)|B, x K(e, D) in bezug auf die 
Normen ||s||,,.5 ||5’||,,. unabhangig von (p, d) linear beschrankt. 

Unsere Pseudonormen sind also von der Wahl der Aufloésung I’ und der Lage der 
Ebenen t=const. im wesentlichen unabhangig. 

In den folgenden Paragraphen werden wir nur die Satze 8, 9, 10 anwenden. 


§ 4. Messatlanten. 


1. Es seien X ein komplexer Raum, K, K(e) Polyzylinder im Sinne des vorigen 
Paragraphen. Ferner sei x : XK _ eine eigentliche holomorphe Abbildung. Wir setzen : 


1) X(p) == '(K(e)), eSeo- 7 

2) U(p) =UnX(p) ={U,nX()}, wenn U={U,} eine offene Uberdeckung 
von X ist. 

3) S fiir eine koharente analytische Garbe tiber X. 


Definition 1. Eine Mefkarte in X(e) (in bezug auf S) ist ein Quintupel 
W=(W, W', ®, G=GX K/(p), T : O14 (S) 0) 
Siir das folgendes gilt : 


1) W, W' sind offene Teilmengen von X(p ), die abgeschlossene Hiille W'nX(e) ist 


in W enthalten. 
2) G ist ein Gebiet eines komplexen Kahlenraumes G. 
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3) © : W+G ist eine biholomorphe Abbildung von W auf einen komplexen Unterraum 
Ac@, derart, daB das Diagramm : 
W—+G 
m UP 
K(e) 


kommutatio ist, wenn p die Produktprojektion ©>K(e) bezeichnet. 
Aye O1+®,(S) +o ist eine tiber © definierte exakte Garbensequenz. 


Man kann ©,(S) trivial zu einer analytischen Garbe iiber G x K(p) fortsetzen. 
®,(S) werde deshalb auch als analytische Garbe iiber G x K(p) aufgefaBt. 

Wir wollen MeBkarten zu MeBatlanten vereinigen. Zu dem Zwecke werde zunachst 
eine einfache Operation definiert. 


Es sei McGxXK _ eine beliebige Teilmenge. Wir projizieren M durch 6©+>G 


auf G und erhalten eine Menge M*cG. Es bezeichne H,(M),r>o0, den offenen Kern 

des Durchschnittes aller Holomorphiegebiete GcC", die M* enthalten und deren 

Rand 8G von M* mindestens den Abstand r hat. Wir setzen dann : 
sat,,.(M) =H,(M) x K(@). 

sat,,(M) ist eine offene, holomorph-vollstandige Teilmenge von C”xK(p), die M 

enthalt. Ist M relativ-kompakt in © enthalten und © ein Holomorphiegebiet, so gilt 


fiir kleines r>o : sat,,(M)c@. . 
Man kann nun die Vertraglichkeit zweier MeBkarten in X(p) definieren : 


Definition 2. Zwei Mefkarten 
WB, = (W,, W,, ®,, 6, =G, x K(p), T, : Op >®,(S) +0) 
in X(e) heifen miteinander vertriglich, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind : 
1) Ist Wi,=WinW, +0, so ist fiir eine hinreichend kleine positive Zahl r die Menge 
sat,.D,(W;,) in Gx K(e) enthalten und es ist tiber sat, ,Do(W4) ein Homomorphismus 


Y= (p, b') der analytischen Garbe ©,(S) in die analytische Garbe ©,(S) definiert. 
2) Es gilt: poO,=,, b'oOyy= Oy, prob =p, (mit p, : G,> K(e)). 


Es wird also nicht verlangt, da8 dim,G,=—dim,G, ist, auch braucht die Abbil- 
dung  : sat,,®,(W,,)>G, x K(p) keine biholomorphe Abbildung zu sein. Unsere 
Vertraglichkeitsrelation ist nicht kommutativ, MeBkarten brauchen nicht notwendig 
mit sich selbst vertraglich sein. 


Definition 3. Eine endliche Menge 
B={B,= (W, W), 9.=G,xXK(p)) 1) ee bye 
von Mefkarten in X(p) heift ein Mefatlas in X (e), wenn : 
1) UW, stets mit YW, vertrdglich ist, v,, SD 
2) UW, =X/(pe) gilt. 
I 
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Ist ein Mefatlas in X(p) gegeben, so kann man natiirlich 7 unabhangig von 
(4, %) Wahlen. Ein solches r sei fest gegeben und mit T =1,(YB) bezeichnet. Ferner 
seien jEaimer feste Homomorphismen Pius = (Yunus Ula.) definiert. Wir setzen  stets 
voraus, da alle Abbildungen , die identischen Homomorphismen sind. 


2. Wir miissen noch die Existenz von MeSkarten und MeBatlanten nachweisen. 
Zunachst zeigen wir : 


Satz 1. Es gibt zu jedem Punkt xeX,=x~'(O), mit Oc K = Nullpunkt, eine Mefkarte 
W=(W, W', ©, G=G Xx K(p), TP: O'-+0,(S)+0) in X(p), fir die xeW' gilt (wenn 
P< Po). 


Beweis. Nach Definition des komplexen Raumes kann man eine Umgebung W*(x) 
durch eine biholomorphe Abbildung ®* auf einen komplexen Unterraum A* eines 
Gebietes G* CC” abbilden. Das kartesische Produkt © = ®* x x bildet W* biholomorph 
auf einen komplexen Unterraum A'cG* xK ab: Wirddiezu A* gehérende Idealgarbe 
in einem Punkte z)¢G* von den holomorphen Funktionskeimen h,, v=1, ..., k, auf- 
gespannt, so wird die Idealgarbe von A’ injedem Punkte (zp, ty), t)¢K von den Funktions- 
keimen h,, g,— (t,)(2,,t,)2 Y= 15 --+,4,U=1, ...,m erzeugt. Dabei sind die g, holomorphe 
Funktionskeime in z)¢G*, deren Beschrankung auf A* gleich (¢,070(®*)~*),, ist. — 
Die Garbe S wird durch ® nach A’ iibertragen. Die triviale Fortsetzung der iibertragenen 
Garbe stimmt mit ©,(S) iiberein. Also ist ®)(S) koharent. Man kann eine holomorph- 
vollstandige Umgebung G x K(e) von (x) finden (@<@p), iiber der sich eine exakte 
Sequenz : I’: O%->®,(S)—o definieren laBt. Wir setzen noch W= ©~*(G x K(e)) cW*, 
A=A'n(G xX K(p)) und wahlen fiir W’ eine in W relativ-kompakt enthaltene offene 
Menge und haben damit Satz 1 bewiesen. 

Fiir die Existenz von MeBatlanten gilt folgende Aussage : 


Satz 2. Es sei e<p, hinreichend klein gewdhlt. Dann gibt es einen Mefatlas in X(e). 


Beweis. Wir wahlen zunachst eine endliche Menge von MeBkarten 
B,=(W, W, %, 6,=G, x K(e,), Py: Olt @(S) +0), t= 1, «+ +5 bx, 
derart, daB X,cUW,. Da X, regular ist, gibt es sodann relativkompakte Teilgebiete 


= GeG’ ccG,, oe daB die offenen Mengen W,/’’=®,'(Gi" x K(p,)) noch X 
iiberdecken. Offenbar kann man nun eine Uberdeckung {G,,,v=1, ..., v,} der abge- 
schlossenen Hiille von G/" mit Gebieten G,,ccG/’, ein ep, o< p<e, und ein r>o mit 
folgender Eigenschaft finden : Gilt (G,, x K(p))n®,(W,/) #0, so folgt ©,,cG, x K(p), 
6G, nA,=G,,n®,(W,), wenn G, =sat,,(G, x K(e)) und 

A,=®(W,), W' =@,"(Gi' x K(p)) 


gesetzt wird (.=1,...,t,). Wir definieren : 
My=fv 2 ¥=1, 225% (Gy XK (0) (Wy!) + 0}, 
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A,y~=G,nA, veM, und betrachten die biholomorphe Abbildung ,,=® ®-* : 
A, 7A, Sind r, e ane alle Gebiete G,, sehr klein, so wird auch ©, sehr klein und 
A,» durch Beschrankung einer holomorphen Abbildung Kime 6,,—>C”™ x K(e) erhalten, 
die mit den Produktprojektionen 6,,>K(), Cx K(p)>K(e) kommutiert. Gilt =, 


so sei me die Identitat. Da die Garben ®,(S) au8erhalb der Mengen A, Nullgarben 
sind, erhalt man eine Abbildung Ne : .(S);j, G, > Oo(S), so dah ron pe ein 
analytischer Garbenhomomorphismus ist (v¢M,). 

Es werde weiterhin vorausgesetzt, daB r, e und die Gebiete G, duBerst klein 
sind. Dann bildet %,, sicher ©, in G,xK(p) ab, veM,. Ferner ist {W,}, 
W.,=0-1(G,, x K(p)) eine offene Uberdeckung von X(p). Wir setzen x=(1, y), 
L=I, «++, ly, V=1,.--,¥, und definieren W,,=W,n X(p), ®,=9,, G,(p) =G, xX K(p), 
ee NEN Cis Mee Gilt Wj,,,, #0, so folgt vy,eM,,, mithin ist VY, ,, definiert. 
AuBerdem liegt dann sat,,®, (W. 1) CG,y, in G fe Also ist 


TQ” Xe 


{18 == (W,,,. Wi, OO. (pe) ca, 
ein MeBatlas in X(p), q.e.d. 


Wir setzen im folgenden stets voraus, daB schon pg, hinreichen klein gewahlt 
ist und daB tiber X=X(g) ein fester MeBatlas W={W,, x—1, ..., xy} gegeben 
ist. Die Allgemeinheit unserer Resultate wird dadurch nicht eingeschrankt werden. 


3. Es sei MCX eine beliebige Teilmenge. Wir definieren : 
sat,,,.M = ®;,*(sat,,®, (Ma W,,)) CW, X(e) 


T pine 


fir e<po, 7<1,,(YB),x=1, ...,%%. st,,,,(M) ist stets eine offene holomorph-vollstandige 


Teilmenge von X. Ist {U,} eine Umgebungsbasis eines Punktes x»¢X)aW/j, so ist 
auch {sat,,,,.U, : p<, 7< ry} eine Umgebungsbasis von x. 


Definition 4. Ein Paar W= (U, r), r=1r(U) <r, heiPt eine Mefiiberdeckung von X(p), 
wenn folgendes gilt : 

1) U={U,:1=1,...,14=t,(U)} ist eine endliche Steinsche Uberdeckung von X(p), 
r ist eine positive Zahl. 

2) U ist auf US bezogen, dh. : jedem vel ={1,...,t,} sind nicht leere Teilmengen 
Ni(t) CNy(t) CK={1, ...,%4} zugeordnet. 

3) Es ist Niy(t, -- +54) =Ny(y)N...AN y(t) £0, wenn UO Wt. 

4) Es gilt: U,cW), sat,.,(U,) CW), wenn xENy(1). 

5) Ist xEN y(t), so tiberdecken die Umgebungen U,, xENy() die Menge sat,,,(U.,,), 
die Mengen U, mit xE.Ny(u) haben mit sat,,,(U,,) einen leeren Durchschnitt. 


6) jeder Punkt xe X(p) ist in héchstens A(YS) =x, - max Q®dimetx Flementen der Uber- 
deckung U enthalten. 


Es sei BV=(V, 7r(B)) eine beliebige weitere MeBiiberdeckung von X(p). Wir 
definieren : 
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Definition 5. B heift eine zuldssige V. erfeinerung von U (in Zeichen BCU), wenn folgende 
Exgenschaften vorhanden sind : 


1) V tst eine Verfeinerung von U. 

2) Na(t) = Ny(t(1)), Not) = Ny(r(0)). 

3) SAt.g) ox( Vi) CU, xENg (uy =I, ..., ta( V). 

4) Vax, Dildet stets sat,ig.O,.(V,,._.,,) in satay, (Usy)..<qy) ab, wenn 
13 Mg SV tp, 0s +5 ty) = Nal)... ma Pe 


Bei einer zulassigen Verfeinerung wird Sat, x(U,,), «€Niy(t9) sogar von den 
Mengen V,,x¢Nay(t) tiberdeckt. — Wir werden im folgenden statt Ni,, Ny, etc., auch N, 
N’, etc., schreiben, wenn das nicht zu MiBverstandnissen fiihrt. 

Wir zeigen : 


Satz 3. Es set vy eine natiirliche Zahl. Ist dann e<po hinreichend klein gewéhlt, so gibt 
es Mefiiberdeckungen U,=(U,, r,), v=1,..., vq von X(p), derart, daB U, zulédssige 
Verfeinerung von U,_, ist, v=2, ..., Vy. 


Beweis. Wir konstruieren zunichst eine auf Y bezogene Uberdeckung 
U={U, So ee ee ee 
Die Trager W!, der MeBkarten QB, bilden eine offene Uberdeckung von X. Nach 


dem Schrumpfungssatz kann man offene Mengen W,/’ccW, ccW,;, finden, so daf 
noch X,cUW,,’ gilt. Es sei U eine endliche Steinsche Uberdeckung einer Umgebung 


von Xp, die so fein ist, daB aus W:'nU, +0 bzw. U.nW" +o folgt : sat,;,(U,) cW; 
bzw. sat ax(U,) cW;, und mee (mit r,‘p hinreichend Klein unabhangig von 1, 
x gewahlt). Wir setzen N’(t) ={x : W2’nU, £0}, NGy=ix : WnU, +0}. Offenbar 
wird fiir kleines B die See. sat,;,(U,,), xEN’(t)) von den Umgebungen ce: xEN(t) 
tiberdeckt, die Durchschnitte sat,;,(U,,) aU, xeEN(t) sind leer. 

Es gibt nun Steinsche Uberdeckungen U,={U" POLE, . aot, ry VE Oey 
einer Umgebung von X, und stark absteigende Folgen reeller Zahlen 

Bee het 4 on ye One OC az Pye 0; 


derart, daB folgendes gilt : 


I) UU. 

2) U, ist eine Verfeinerung von es (Verfeinerungsabbildung +=7)_,). 

3) sat,,.(U%) CONS? fir xeN, (1) =Nia(+(0)), - Nil) = N(.). 

4) Yau, (at, ©, (TO! .)) ccsat,, g, Px, (Ko U%G? ety) 49 ¥2ENY (to ++ 4) 


5) Jeder Punkt von X ist in héchstens A(Q&) Elementen der Uberdeckung U, 


enthalten, wenn v+o0 ist. 
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Die Konstruktion der Steinschen Uberdeckungen Ls ist einfach, Um-z.By U, zu 
erhalten, wahlt man zunachst Gebiete G/.ccG,, so daB die Mengen ®,'(G! x K) noch 
eine Umgebung von X, iiberdecken. Durch eine Unterteilung des C™ in rechtwinklige 
Kasten, deren Seiten zu den reellen Achsen des Cx R*™ parallel sind, gelingt es sodann 
eine (beliebig feine) endliche Uberdeckung {G,,,} von G! zu konstruieren, die folgende 
Eigenschaft hat : ; 

1) Alle Elemente G,,, sind offene holomorph-vollstandige Teilmengen von G,,. 

2) Jeder Punkt von G,, ist in héchstens 2°“ Elementen G,,, enthalten. 

Nach dem Schrumpfungssatz gibt es eine offene Uberdeckung U'={U/} einer 
Umgebung von X, mit U/ccU,. Sind die Mengen G,, und das m-tupel pg, sehr 
klein gewahlt, so gibt es zu jedem (x, p) eins, sodaB Us)=—@,7*(G,, x K(p,)) in U; 
enthalten ist. Wir kénnen deshalb eine Verfeinerungsabbildung +(x, u) definieren, 
so daB stets Ul} cUy sehr klein, so sind offenbar fiir die Uber- 


deckung U,={U} alle verlangten Eigenschaften vorhanden. 


XW 


) gilt. Sind 7, e;,G 


%, U. 


Die Konstruktion der Uberdeckung U, geschieht in analoger Weise. Man muf 
nur EA mit U, vertauschen. Man kann also te 41 aus ide konstruieren und erhalt 
dadurch die Kette te Aah alia Feo yc 

Wir wahlen nun p<p,,v=1,2,...,¥% so klein, daB alle Uberdeckungen U, 
die Tube X(p) iiberdecken und setzen U, ={U% = Tn X(p) ‘== Is epee ee 


man leicht sieht, sind alle Paare (U,, 7,) =U, MeBiiberdeckungen, U), ist eine zulassige 
Verfeinerung von U,_,, q.e.d. . 

Wir setzen fortan immer voraus, daB schon p, so klein gewahlt ist, daB iiber 
X= X(pp) eine Folge von MeBiiberdeckungen U,, v=o, ...,v, im Sinne von Satz 3 
existiert. Wir werden uns im folgenden stets auf eine solche festgewahlte Folge beziehen. 
Die Zahl vy, wird spater bestimmt werden. 


4. Es sei UW=(U={U, : t=1, ..., 14}, 1) eine MefBiiberdeckung von X. Wir 
setzen U(p)={U(p) : t= 1, ..-,t%e}—=UnX(e)={U nm Xie) = wean) ooo 
ordnen den Koketten €¢€C'(U(p),S), eine Norm || & \|x. zu. Wir setzen zunachst fiir 
die Schnittflaichen €*eT(*U, S) mit *U=U,, ..,,(e) : 


* a ; 
[| | lace Tee ee 5 a | |n* Meee 


Dabei ist B,=sat,,®,(U,,) und »*eI(B,, ®,,(S)) durchlauft die Schnittflachen 
mit 4*|®,(*U)=@,,(£*). Gibt es keine solche Schnittflache, so sei []E* | [usc, = 2° 
[|0* Ils,o ist die in § 3 definierte Norm fiir die Schnittflachen in einer Garbe tiber 6,,. 


Die Norm fiir die Koketten —={é, .}¢C'(U(p), S) ergibt sich nun sofort. 


Wir setzen einfach [| ||a, = max Were Udi, ...(e) 9° 
Upietetelbiz 


Es gilt : 

Satz 4. Es set B& eine Mefiiberdeckung von X, die eine Zuldssige Verfeinerung einer Mefiiber- 
deckung UI ist. Ist dann EeC'(U(p), S) eine Kokette, so Solgt : ||&||a.<||&| late: 
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Der Beweis ist einfach. Er folgt unmiittelbar aus vorstehender Definition der Norm. 
Die Brauchbarkeit unserer Norm ergibt sich durch folgende Aussage : 


Satz 5. Es see Wy=(U,={U™}, r,), v=—2, —1,0 eine Kette zuldssiger Verfei- 
nerungen von Mefiiberdeckungen von X. Ist dann p<, so wird die Beschrankung &|X(e) 
jeder Kohomologieklasse &€H'(X(p-+e), §) durch einen Kozykius neX'(U,(p), S) mit 
endlicher Norm ||y||y,, veprdsentiert. €=(c,...,¢,,) ist dabei ein m- tupel beliebig kleiner 


positwer Zahlen. 


Beweis. Da U_,(p+e) eine Steinsche Uberdeckung ist, wird & durch einen 
Kozyklus y* €Z'(U_,(e+¢), S) reprasentiert. Wir betrachten die Schnittflachen 


Do, 4) EL, (UL, (oF), P,o(S)), xEN(, .--5 y). 
Thre Beschrankung auf *=sat, ,,.0,(U\~";) sei mit y;_. 


Se oil 3 


.@, bezeichnet -(7(7)) ate 
Da x ein holomorph-vollstandiger Raum ist, ist ve unter dem Homomorphismus 
a, : O%—>®,,(S) Bild einer Schnittflache Yj; ,,¢T (x, O%). Die Beschrankung y, 4 
von Te a auf sat, .O, (U0. ;, hat dann endliche Norm (wenn 7(k,) =3,). 

Setzen wir noch : y=77*|X(p), so gilt Oo(y, 3) =a(Yn.,.2,)- Also hat y in 
bezug auf die Mefiiberdeckung U)—(Up, 7%) endliche Norm. Offenbar erzeugt 7 die 
Kohomologieklasse &|X(e). Damit ist Satz 5 bewiesen. 


5- Es sei U eine MeBiiberdeckung von X. Eine MeBiiberdeckung B von X heibt 
eine hinreichend starke zulassige Verfeinerung von UW (in Zeichen Vcc), wenn es 
zwischen % und U eine fiir die in Betracht gezogenen Untersuchungen geniigend groBe 
endliche Anzahl von MeBiiberdeckungen U,, v=o, ...,v* gibt, sodaB Up>=U,U,, =B 
und WU, eine zulassige Verfeinerung von U,_, ist, v=1, ..., Vee 

Wir treffen folgende Festsetzungen. 

1) Sind U, B, etc. MeBiiberdeckungen von X, so werde stets 


1 IU, 211, . 4(U)}, 20), SHV =v}, Bret. 


2) *U sei stets ein Durchschnitt U;,__ ;(¢)- 
3) *V sei (bei beliebigen eee See V von U) ein Durchschnitt V,,___,,(e) 


) 
) 
mit +(.,)=1,. 

4) *U=®,(*U) fiir ein festgewahltes xeN'(%, .--; cae 

Bear = Sa tane®,.(U;, sud) 
: V={V,=9,(V(e)) : xEN(1)} fiir das feste x. 

V ={V, =satyg),(V,) : xEN(1)}- 

Es sei ferner d eine natiirliche Zahl, die auch + sein darf. Wir bezeichen 
mit I » die von der holomorphen Funktion ton in X erzeugte Untergarbe von H(X) 
und setzen ES Die Quotientenabbildung. g(d) : SS, ist ein analytischer 
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Garbenhomomorphismus, der sich auf die Gruppen der Koketten, Kohomologieklassen 
iibertragt. Wir bezeichnen die so gewonnenen Homomorphismen ebenfalls mit g(d). 
Ferner generiert g(d) Abbildungen q,(d) : D,,(S) >®,(S,). Wir setzen «,(d) =9,(d)oa,, 


und ale 10% OSS -+o und erhalten dadurch aus ¥% einen MeBatlas YB” fiir die 
Garbe S,. Die in bezug auf 28 gebildeten Normen bezeichnen wir durch Zufiigen 
eines d zu den bei ¥8 benutzten Symbolen, z.B. ||&||f,. ||&*| lfm, usw. Trivialer Weise 
ist die Abbildung +2’ =q(d)o%eC'(U(e), 8,), €€C'(U(p), S) in bezug auf die Normen 
HE llue> 118’ [Ite unabhangig von (p, d) linear beschrankt. 

Es seien ScU MeBiiberdeckungen von X. Wir fiihren in den Vektorrraum 
C'(*UnaV, S) eine weitere Pseudonorm ein. Ist 7¢C*(*UnV, S) eine Kokette, so werde 
4 =-®,,(q) €C*(*UAV, ®,o(S)) gesetzt (mit xeN’(;, ...,;,)). Man beachte, daB wegen 
Axiom 5 in Definition 4 V eine Uberdeckung von *U ist. — Wird nun 4 durch 


Beschrankung einer Kokette e C(*UAV, ®,,(S)) erhalten, so sei ||%||= int | [Alles noe 


uf} 
Gibt es keine Kokette G, so setzen wir wieder ||%||= 00. Damit haben wir fiir y die 
Norm Haller = max || Pon) || erhalten. 

In gleicher Weise erhalt man fiir die Koketten y¢C*(*UnV, S,) eine Norm 
I|n||g«p- Die durch g(d) erzeugte Abbildung CA(*UnV, S)>C*(*UAV, S,)_ ist 
unabhangig von (g, d) linear beschrankt. 

Wir zeigen : 

Satz 6. Es seven B'ccBcU'ccU eine Kette von Mefiiberdeckungen von X und 
FeZ’(*UnNV(e), S,) ein (endlicher) Kozyklus, e<p, sei hinreichend klein. Dann gibt es eine 
Kokette neC*—*(*U'nV'(e), S,) mit 34=&|*U'. Die Zuordnung Ex ist in bezug auf 
die Normen |\&|| Sur [|n|| gor, unabhdngig von (e,, d) linear beschrénkt. 

Beweis. Wir wahlen xeN'(i, ...,%). Da ||&|| gy, endlich ist, wird -—©,,(£) 
durch Beschrankung einer Kokette fe OrrU av, ®,,,(S,)) erhalten. Wir wahlen MeBiiber- 
deckungen ¥,, U,, v=1,2 mit B’'c¥,cB, cB, Uc, cucu. Da B,, U, zulassige 
Verfeinerungen von %, U sind, ist =| *U nV, sicher ein Kozyklus (Axiom 3, Defi- 
nition 5). Natiirlich wird im allgemeinen Vi nicht *U, tiberdecken. Sicher wird jedoch 
wegen Axiom 5, Definition 4 die Menge ®,(W,,) n*U, tiberdeckt. Da die betrachtete 
Garbe nur hier von null verschieden ist, konnen wir *U, AV, zu einer Steinschen 
Uberdeckung von *U, erganzen und €| *U, als Kozyklus iiber *U, ansehen. Nach 
§ 3, Satz 8 gibt es eine Kokette Ye O-1(4U AV, ®,(Sz)) mit Sq==| *U,, so daB die 
Zuordnung €3F unabhangig von (d, e,) linear beschrankt ist. Diese Kokette definiert 
eine Kokette 4*¢C*—*(*U,nV,, S,). Aus § 3, Satz 10 folgt sodann, daB 

n=m*e@1(*U'AV'(9), S,) 


die verlangten Eigenschaften hat. 


272 


ee 


EIN THEOREM DER ANALYTISCHEN GARBENTHEORIE 45 


Wir zeigen eine weitere wichtige Aussage : 


Satz 7. Es seien BiecBcU' cc Mefiiberdeckungen von X, £€2°(*UNnV(p), S;,) 
em endlicher Kozyklus. Dann kann man & als Schnittfliche aus I(*U, Sj) auffassen. Die 
Kuordnung —->&|*U' ist in bezug auf die Normen HE l|oeuer []E|*U' |[fvav, unabhangig 
von (9,4) linear beschrinkt (wenn p<p,). 


Beweis. Wir gehen wieder zu «U, V_ iiber (in bezug auf ein xeEN'(i, ..., 7,)) 
und diirfen voraussetzen, da E|*U, durch Beschrankung eines Kozyklus 
Ee Z(*U,0V,, ®,9(Sq)) erhalten wird (wenn B’c¥,cB,cB, W’ cU,cU, cu). Wir setzen 
wieder die Uberdeckung *U,aVv, zu einer Steinschen Uberdeckung von *U, fort. 
Nach § 3, Satz g folgt deshalb, daB die Zuordnung E+E =E| *U, in bezug auf die 


Normen |{&||;,, ||&*||«s,. umabhangig von (d, p,) linear beschrankt ist. Aus § 3, 
Satz 10 folgt sodann die Behauptung unseres Satzes. 


6. J. Leray hat folgenden Satz hergeleitet : 


Es seien T ein topologischer Raum, A eine Garbe von abelschen Gruppen tiber T, U={U,} 
sei eine offene Uberdeckung von T, die bzgl. A azyklisch ist, d.h. die Kohomologiegruppen 
EP(U,, 4, A) verschuinden fiir v>o, l=0,1,2,.... Dann gilt 


ee A eT (ely AS v== 0, Fer 


Da nach dem Theorem B von H. Cartan jede Steinsche Uberdeckung V bzgl. 
einer koharenten analytischen Garbe S azyklisch ist, kann man den Lerayschen Satz 
in der komplexen Analysis verwenden. Es sagt dann insbesondere aus, daB die Kohomo- 
logiegruppen H’(V, S) unabhangig von V sind. 

Wir werden hier den Lerayschen Satz fiir unsere Zwecke in einer verscharften 
Form beweisen miissen : 


Satz 8. Es seien B'ccBcUccuU'’ Mefiiberdeckungen von X. Ist dann e hinreichend 
klein (p<p,<py), so gibt es zu jedem endlichen Kozyklus EeZ'(V(e), S,) eine Kokette 
neC'"(V'(e), S,) und einen Kozyklus &*eZ'(U(e), Sj), so daB bzgl. der Uberdeckung 
Vi(e) die Beziehung &* =£+5n gilt. Die Zuordnung E—>&*, y ist unabhdngig von (9, d) 
in bezug auf die Normen ||E||%o> ||E* |Itre> [||| near beschrankt. 

Beweis. Wir wahlen eine Kette zulassiger Verfeinerungen von MeBiiberdeckungen 
von X : 
| MH cch, ccs, _, cc... ceB, = Bcuccth, cc, cc... cou — 1 


und setzen U!) , =U". (p)nV™ .(e). Eine Kollektion von in den Indizes 
x Io vo ty, Giaate 


Yo +e tyy torent 
ipy »++>%, und t,...,t, antikommutativen Schnittflachen cars ic, tose S,; tuber 


Um ; : werde eine Kokette aus Chek C**(U,(e), V\(e)) genannt. Wir bezeichnen 
ores tps boweet 


mit § die Korandoperation in bezug auf die Indizes 7,, mit 0 die Korandoperarion 
in bezug auf die Indizes 1,. Offenbar gilt 65 =00=0, Sa =08. Ch? ist also fiir festes v 
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ein Doppelkomplex, da alle Durchschnitte U;,,__ i? Vion holomorph-vollstandige 
Raume sind, folgt aus dem Theorem B von H. Cartan, da 3 und 2 sogar exakt sind. 

Wir definieren fiir C* eine Pseudonorm. Jede Kokette €={&, Hei eee 
ist, wenn i,...,%  festgesetzt werden, eine Kokette Ei... ,eO'(*UNV(e p), 9%), 
AG ee be) .i,(@)- Wir setzen HE lhe= max |b... i, || Bve0e" Aus Satz 6 folgt sofort : 


(1) Es see A+0. Dann gibt es zu rie endlichen Kokette &€C** mit 9=o eine 
Kokette neCh>*, fiir die In=€ gilt. Die Zuordnung En ist in bezug auf die Normen 
eves [iu1,, unabhdngig von (9, da) linear beschrénkt. 


Satz 7 ergibt : 
(2) Die Kuordnung E+E’ eC"(U(p), S,) mit &eC* und 1€=0 ist in bezug auf die 
Normen ||€\\i0> |[8'||u, wnabhdngig von (e,, d) linear beschrinkt. 
Wir definieren : 
=| C6 Ch” 5 She =08 Ok Om 0, 
i OCS Na on 0 
02 alee Qr— 1 poche eG, 
APNE 1 26== 0} h0, 
Bye = fe eC), 86 = 96 =o} 
und setzen (+) 
His Zo Be: 
Es sei €={2, ,}eEZ'(V(p), S,) ein Kozyklus mit ||@||$,<M. Wir definieren 
einige Folgen von Koketten : 
S, = {8.4 ete ela Y==NOh poy l. 
iia Ce Mane el. (V2,(@), V2,(0))» v=1,...,/. 
Ny ={Nii_, doe t eQ) oa % WESTIE) G6 a5, i 
N= {Nii ees ewe rs Paes 1(@)> Vege i()), Vas Petes l. 
W= (Tau, neha gee Cae pam v(@), V2y(@ V5 v= 1, .-+, aes 
V1 ={yri...«} eC'(V,,()). 
Wir setzen zundchst Cinte.-.t = S,..., Und erhalten &. Es werde dann y, so 
bestimmt, daB an, =£%,_, ist. & sei dy,. Die Definition von %, ist besonders einfach : 
v(v—1) 
“SE mre a mit E are 


~~ 
Ny = (—1) : Hee Sites Dolsleil pea 
~~ 


E,=98%,, so gilt offenbar : i ee 0%, = (Man beachte, daB alle Koketten anti- 
kommutativ in ihren Indizees sind). y, wird so gewahlt, daB 


iar Senate Tho +. Th 4” Setzen wit 


~ ~~ 
OY = i us ty — Oy ee 
(7) Die Beweisidee ist, daB wir zeigen : 
H'(V(e), S) SH} wHi—h wy ... eH! HK(U(), S,). 
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ist. Es folgt ddy,= §,—€, 88, = 3 S28 = =e, =e Dabo ist) oy {Al eave ay 
zu setzen. arooel a 

_(1) ergibt sofort : man kann die Kokettenfolgen so bestimmen, daB die Norm 
der Koketten stets kleiner als c,M ist (c,>1 eine von & und o,,d unabhangige 
Konstante). Betrachtet man sodann’ =, als einen Kozyklus €* aus Z'(U(e), S,), so 
folgt aus (2) die Bezichung [|E* | ee (mit c¢y>1 wieder eine von &, o,, d unabhian- 
gige Konstante). Es ist 2* = {Et Es eta t= TE und cé*—7E—Sry, Nach (2) 
hat man ebenfalls || ty,||q, .<const, M. Damit ist Satz 8 bewiesen. 


§ 5. Ein Lemma. 


x. Es sei wieder X ein komplexer Raum, K—=K(p,)cC” ein Polizylinder, 
m : XK eine eigentliche holomorphe Abbildung. Ferner sei 


1 = {W, = (W,, W,., ©,, 6, = G,, x K, T,, : O%+@g(S)+0) :x=1, ..., Huy 


ein MeBatlas in X. Im iibrigen sei die gleiche Terminologie wie in § 4 gewahlt. 

Wir bezeichnen mit e=(¢,,...,¢,) ein m-tupel natiirlicher Zahlen und mit 
I(e) bzw. I(e) diejenige koharente analytische Untergarbe von O(K) bzw. H(X), 
die von den holomorphen Funktionen ¢” bzw. fom, v=1,...,m erzeugt wird. Wir 
Sette Oo, —"ajo , 0° ==- I(e). Es gilt iber X—X, mit X,=x '(O), OE K = Nullpunkt, 
die Gleichheit S,=o. 

Durch die Quotientenabbildung Sees, erhalt man einen Homomorphismus 
H'(X(e), S) +H"(X, S,), C’(U(pe), S) +C'(U, S,), etc., der auch mit g(e) bezeichnet sei. 

Wir werden im nachsten Paragraphen zeigen, da8 die analytischen Bildgarben 
m(S),/=0,1,2,... koharent sind. Der Beweis dieser Aussage benutzt ein an sich 
interessantes Lemma, dessen Formulierung noch einige weitere Definitionen von Bezeich- 
nungen erfordert. : 

1) 4 : x(S)+Q_ sei ein Homomorphismus der Garbe 7,(S) in eine koharente 
analytische Garbe Q iiber K. 

2) H’ (X(p),S) sei die Untergruppe derjenigen Kohomologieklassen von 
H'(X(e), S), deren x,-Bild eine Schnittflache in der Garbe Ker 4|K(g) ist. 

3) Z\(U(p), S) sei die Gruppe der Kozyklen aus Z'(U(g), S) die Kohomologie- 
klassen aus H}(X(e), S) reprasentieren. Dabei ist U eine offene Uberdeckung von X. 


Hauptlemma. £5 seien BccUccuy adehibccse kine von X. Es gibt dann ein 1 < Qo 
und endliche Kozyklen &,... Per U(e,), S) und zu jedem endlichen Kogyklus 
EeZi(U(e), S), p< pi eine Kokette neC'(V(e), S) undin K(e) holomorphe Funktionen 


it, Y= iy .. 55, So.dap &= S a(t): -E48y gilt. Die Zuordnung E->a,(t), 4 ist linear 


beschrankt in bezug auf die 5 eh ie aie |} a,(t) ||o> Hla lla 
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Zusatz. Es gibt eine Funktion f(e), deren Werte m-tupel natiirlocher Kahlen sind, mit 
lim f(e) = 0, so da folgendes gilt (*) : Ist q(e)o& kohomolog null, so kann man die Funktionen 
e—> @ 

a,(t) so wahlen, daB sie in Oe K Schnittflichen in der Idealgarbe I(f(e)) sind. 

Wir bezeichnen mit n=ach(S) die kleinste ganze Zahl, zu der sich natiirliche 
Zahlen d,.,,--->4,<00 finden lassen, so da die Garbe S- (Lox)*= 0. ist, 
y=n+1,...,m.n heiBe der Achsenrang von S bzgl. z. 

In den folgenden Abschnitten dieses Paragraphen werden wir das Hauptlemma 
fiir den Fall (J, ») der Kohomologie vom Grade / und ach(S) =n aus einigen Induktions- 
annahmen herleiten : 

1) m(S) ist koharent, wenn /*>1; ach(S) <n. 

2) Das Hauptlemma und der Zusatz gelten fiir den Fall (/*, n*), *>1; n* <n. 

3) t(S) ist koharent, wenn ach(S)<zn, /*=o0,1,2,.... 

4) Das Hauptlemma und der Zusatz gelten fiir (/*, n*), n*<n. 


Wir setzen bei der Induktion, die erst im nachsten Paragraphen vollstandig zu 
Ende gefiihrt werden wird, voraus, daB X, x, K festgegeben sind. Ebenfalls sei ¥8 fest 
vorgegeben, jedoch nicht die Auflésungen I’. S sei nicht fest und eine ganz beliebige 
koharente analytische Garbe iiber X. 


2. Es miissen zunachst einige Vorbereitungen gemacht werden, u.a. ist es notwendig 
mehrere Hilfssatze zu beweisen : 


Hilfssatz 1. Gelten Lemma und Kusatz fiir den Fall (l,n), Q=0, so folgt thre Giiltigkeit 
fiir den Fall (1, n), Q beliebig. 


Beweis. Wir wahlen zunachst fiir Q=o Kozyklen en as .» £,EZ(U(e,), S) im 


~~ 


Sinne des Hauptlemmas. Durch die Zuordnung (a,, ..., a) —> > a,n,(&,) erhalten wir 
v=1 


einen Homomorphismus y : O?+>7,(S). Wir setzen yoy und bezeichnen mit M die 
Kerngarbe von y. Da O® und Q kohiarente Garben sind, ist auch M kohdrent. Wir 
kénnen ein e,<p,, eine natiirliche Zahl s und tiber K(p,) eine exakte Sequenz 
B . 
O*—+M->o definieren. 
Wir setzen : 
(00) so. he) == 8 (0)... Oem One 
"Fe Stelle 


E= HWE, i=, ...,5. 
Es sei nun €€Z}(U(e),S), ep<p, ein endlicher Kozyklus, dessen (e)-Bild 


kohomolog null ist. € 148t sich dann in der Form &= y @ (t)E, +6, darstellen, in der 
vi 


- (7) Wir verlangen nur, daB f(e) von& und p <p, nicht aber, daB diese Funktion von P1, Gv, etc., unabhangig 
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die Funktionen @,(t) Schnittflachen in-der Garbe I( F(e)) sind. Andererseits ist das 
S-tupel @=(a,(t), ...,@=(t)) eine Schnittflache in M. Nach Satz 1, § 3 gibt es, wenn p 
sehr klein ist, ein s-tupel a= (a,(t), ...,a,(t)) in K(e) holomorpher Funktionen, 
die Schnittflachen in einer Garbe I(7 (f(e))) sind, so daB B(a)=a@ gilt. Man hat 
= UL maka Offenbar ist die-Zuordnung £->a,(t), 4 linear beschrankt, q.e.d. 


Aus dem Hauptlemma ergibt sich ein einfaches Korollar : 


Korollar I. Es sei 1*>1, ach(S) <n oder ach(S)<n, EeX"(U(p), S) ein endlicher 
Rozyklus mit m(&)=0, p<p, hinreichend klein. Dann gilt £=8», neC"—(V(p), S). Die 
Auordnung &—>x ist linear beschrénkt. 


Beweis. Nach dem Hauptlemma gibt es endliche Kozyklen &, ...,&,¢Z"(U(@,), 8), 
so daB €=Xa,(t)—,+sy und x,(&,) =o gilt (man setze Q= 7, (E), A=Identitat). Fiir 


hinreichend kleines p, hat man : &|X(e:)=9y,, y,¢C”—'(V(p2), 8), || ny |lg., <M 
Also ist §=dy, y=Xan,+y, q.e.d. 

Um ein weiteres Korollar zu gewinnen, bezeichnen wir mit d<oo eine natiirliche 
Zahl und mit S,, die in § 4 definierte kohdrente analytische Garbe iiber X. q(d) sei 
der natiirliche Homomorphismus S-—S,, C”(X, S)+C"(X, S,), ete. 


Korollar I. Das Hauptlemma ist in bezug auf Sy Xi,(U(e), Sy) richtig, wenn 
ach(S)<n und Zj,(U(e), Sz) — abweichend von der Definition in Abschnitt 1 — die Gruppe der 
Kozyklen EeZ'(U(e), Si) bezeichnet, fiir die folgendes gilt : 


Ist teK(e)n{t,=0} ein beliebiger Punkt, so gibt es stets eine Umgebung B( ce Ally, 
und einen Kozyklus &€Z'(BnU(e), S), so daB —|B=q(d)o& ist. 


Beweis. Da die Induktionsvoraussetzungen von Abschnitt 1 bestehen (1), brauchen 
wir nur zu zeigen, daB man Z},(U(p), S,) auch wie in Abschnitt 1 definieren kann. 
Zu dem Zwecke ist eine koharente analytische Garbe Q, und ein Homomorphismus 
Ag : 7(Sz) ~Q, zu definieren. 

Wir setzen S’=(tfor)-ScS. Offenbar ist S* eine koharente analytische Garbe 
iiber X. Nach Induktionsvoraussetzung ist das (/+ 1)-Bild kohdrenter Garben 
mit ach<n kohirent. Also folgt die Koharenz von 17, 47(8"). » Nuns besteht 
iiber X die exakte Sequenz : o->S’+S—S,->0, zu der die exakte Bildsequenz 


1 ,(S) >7,(S,) +n, 41(S)>... gehért. Wir setzen 4g=¢, Qga=7 41(S9). Unter Verwen- 
dung des (iiblichen) Lerayschen Satzes folgt sofort, daB Q, A, nach der in Abschnitt 1 
angegebenen Vorschrift gerade unsere Gruppe Ziq(U(e), Sa) definieren. 


ie Da wir eine Vertauschung ¢,<>¢, durchfihren kénnen, kénnen wir Sz so behandeln, als ob 
ach (S*) <n gilt. 
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3. Es werde ein weiterer Hilfssatz hergeleitet : 


Hilfssatz 2. Es seien BCCU Messiiberdeckungen von X, d eine natiirliche Zahl. Dann gibt 
~ pti GNF eae 
es zu jeder Kokette neC'( U(e), S*), p< Qo, eine Kokette x EC'(V(pe), S) mit (2) on) n=. 


Die Zuordnung y—>7 ist in bezug auf die Normen |||\u9> \F||g, unabhdngig von d linear 
beschrankt. 


Beweis. Wir wahlen MeBiiberdeckungen B,, »=0, 1,2 mit V=¥B,ccB,ccB =U 
und eine feste Funktion x—=x/(t,..-,%)EN’(w,-.-,%) und setzen 2) Ve 
B,, = sat,(9,) pPx(*Vu)s 1" = My... Wie in § 3, Abschnitt 6 kann man tiber einer Umgebung 


ex 
= o. ‘ 
von B, die exakte Sequenz O%+®,,(S)—o zu einer exakten Sequenz : 


(*) | 070% 30,,(S) +0 


ergainzen. Wir beschranken (*) auf B,aG, x K(p, (d, 0,..., 0)) und erhalten das 
kommutative Diagramm : 


H?(d) “3 Hed) 3 0,9(S4) +0 
(* +) Te82 t Tes; {f TESo i 
| el aera 
Oo? +O*% +24,,(S) +o 
in dem die Zeilen exakt sind. 

Da 7 endlich ist, gibt es eine Schnittflache 7*¢I'(B,,O%) mit «,(7*) =©®,,(7*). 
Es gilt wegen 7¢€C'(V,(e), S“) die Beziehung «,(d)ores,y*=0. Es laBt sich also eine 
Schnittflache }*eI'(B,, O”) finden mit h(d )ores,} * =res,7*, derart, daB die Zuordnung 
n->%* unabhingig von d linear beschrankt ist. 

Wir setzen 7* =f, 4(4*—ho}*) und y* =a,(7*). Man hat ®,,(y*)|B,=é?-y*. 
Wird noch %,..,,=® yo (y*) und Y={%,...,,} definiert, so ist ||%||g, endlich, die 
Zuordnung y->7 ist unabhangig von d in bezug auf die Normen ||y||x,; ||%||g, linear 
beschrankt. Ferner gilt t7-7=y. 

Wir zeigen, da8 aus dem Lemma und den Induktionsannahmen der Zusatz 
folgt : 

Hilfssatz 3. Gilt das Hauptlemma fiir (1,n), so ist auch sein Zusatz fiir (1, n) richtig’ 


Beweis. Wegen Hilfssatz 1 kénnen wir uns auf den Fall Q=o beschranken. 
Wir wahlen eine Kette von Mebiiberdeckungen BccUzccU,cU,ccUlccuy. Es sei 
EeZ'(U(e), S) ein beliebiger endlicher Kozyklus. g(e)o& sei kohomolog null, d eine 
beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, da e sehr gro8 ist, u.a. daB e,>d gilt. 
Nach Induktionsvoraussetzung ist der Zusatz des Hauptlemmas fiir S, richtig. 
Man kann also endliche Kozyklen @, SE VALU Cy - S,) bestimmen, so daB 
q(d)o& = Xa, (t)E+8% ist. Dabei ist YeC'—(U,(p), S,) eine Kokette, die a,(t) sind 
holomorphe Funktionen in K(p), die Schnittflachen in einer Idealgarbe I(f,(e)) sind. 
Ist e,<, hinreichend klein, so gibt es (genauer : nach Verfeinerung von YW) 
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endliche Kozyklen &, ...; €¢Z'(U(p,), S). so daB q(d)ok, = £,|X(p,) Pil ovis apes oe 
Ferner kann man zu % durch die in § 3 beschriebene Polynomfortsetzung eine endliche 
Kokette yeC'*(U,(e), S) finden, fiir die g(d)on=J% ist. 


Wir setzen &* = &— > 4,(t)E,—-8y und erhalten einen Kozyklus mit g(d)o£* =o, 


P<p, Es sei d*<d eine natiirliche Zahl, derart, daB.S*  torsionsrecht (yeast, 
d—a* 


e t : ; : 

g=a+ /(2) ist dann (bei sehr kleinem @) ein Kozyklus aus Z'(U,(),S) mit 
re 1 

HE [lao =e-11E*|lu,,- Aus dem Hauptlemma folgt : Es gibt endliche Kozyklen 

Ep +++» & eZ (U(p,), 8), so daB & = >d,(t)&)+3y* gilt (mit y*eC'—(V(e), S)). Man 


{ 
/ 


hat also: €=Za—&,+ (4) abe, + s(n + (4) a J. Offenbar ist die Zuordnung 
Lf 1 


é—a,, b,, etc., linear beschrankt. Es folgt, da nun der Zusatz fiir das Kozyklensystem 
(E,, &) gilt, daB der Zusatz auch fiir ein beliebiges Kozyklensystem 


(G1, ---, &,) €Z'(U (9), S) 


richtig ist, das eine Basis von Z'(U(e), S) im Sinne des Hauptlemmas ist, q.e.d. 


4. Offenbar kann man ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Voraussetzung 
machen, daB op)<1<p gilt. Wir bezeichnen mit p* das m-tupel (1, 5, ...5 Pn) 
und mit BcU Mefiiberdeckungen von X. Man kann nun jeder endlichen Kokette 
neC'(U(p), S) eine Zerlegung y= & (2) yy zuordnen, in der y,€C'(V(e*), S) 

v=0 il 
Koketten sind : 

Es sei wieder x=x(to, ..-, t,)EN’(ty, ...,%,) eine beliebige, aber feste Funktion. 
Wir betrachten die Auflosung O%$@_,(S) +0. ®,o(%,...,) wird durch Beschrankung 
einer Schnittfliche 4*=»,,,¢1(B,®,.(S)) erhalten (mit B=sat,.,®,, Cie ee 
n* ist das «,-Bild einer Schnittflache —€=& ,¢T(B, O™). Wir entwickeln € in eine 


x, 
Potenzreihe : &=2 (2) &. & kann als eine (nicht von ¢, abhangende) Schnittflache 
Pi 


aus I'(B’, O%) angesehen werden (B’=sat,y),*,(U,,...,,)). War setzen nun 


ce ae O59 %(E,) | v, 


lg s+. by 


und y,={7”,}. Man sieht sofort, daB die Zuordnung y->%, unabhangig von v, 
o, in bezug auf die Normen ||7||1,5 ||%,||u« linear beschrankt ist. 

Wir zeigen : 

Hilfssatz 4. Es seien BCcUccu, Messiiberdeckungen von X. Ist 01<o hinreichend 
klein, so gibt es endliche Kozyklen &,€X'(U(p,), 5), 50 da folgendes gilt : Ist €Z'(U(e), S), 


(1) Das bedeutet hier, daB der durch o> (t,07)-o erzeugte Homomorphismus S¢*—>S4 iiber X, injektiv 
ist. Zur Existenz vgl. Fussnote (2) auf p. 25. 
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e<p, ein endlicher Kozyklus, so lassen sich eine Kokette neC'"(V(e), S) und in 
K(e)  holomorphe Funktionen a,(t) finden, derart, dag die Zuordnung &—7n, a,(t), 


t/o,-(&— 5 a,(t)E,—8y) in bezug auf die Normen 
v=1 


JE llates [4.(t) [ler Halla» || t/er- E—Ba,(t)&,—8n) [lap 
und in bezug auf die letztere sogar unabhingig von o, linear beschrénkt ist. 
Beweis. Wir entwickeln zunaichst — nach der vorhin angegebenen Vorschrift in 


cag Ge se gar Sp 
eine Potenzreihe €= % (2) Ey setzen y= & (2) &4,, und definieren 
1 v=0\P1 


v=0 


— fa/\y) = —1__ mb micah ) 
to et RET =3( acl 2 Ge 

Wir wahlen MeBiiberdeckungen %,, ..., 8, mit BccB,cc...ccB,ccU. Die Zuord- 
nung €—y, ist dann in bezug auf die Normen |/&||x,; ||y,||g,.« unabhangig von y, 9, 
linear beschrankt. Es gilt y,¢Z'**(V,(p*), S’). 

Wir bestimmen nach Hilfssatz 2 eine Kokette Y,¢C't*(V.(e*), S) mit 4-Y,=y,- 
Es sei d eine natiirliche Zahl, so daB S* torsionsrecht ist. ¢/-Y,=¢t{-p, ‘Sy, ist dann 
ein Kozyklus aus Z'**(%.(p'), S%).. Es gilt. 7,,,(4@-¥,)=—e. Also felgteausedaem 
Korollar I: #-%,=80, mit o,éC'(V,(p*), S%). 


Wir setzen 4, = (d+ 1)0(t{'ny—p19,) €Z'(V5(0*), Says) fir v>d, = 9(d+1)08. 


Nach Induktionsvoraussetzung gilt : 4, =a,,(t) E +36, wobei 
u 


bee ZL) Ups Sa+i)s @,eC'—1(V,(e*), Sa+1) 


und die Funktionen a,,(t) in K(p*) holomorph sind. Ist p;<p, noch hinreichend 


klein, so sind Ea q(d+1)-Bilder endlicher Kozyklen &,¢Z'(U(p}), S) (genauer : nach 
einer Verfeinerung von WU), ferner ist @, (d+ 1)-Bild einer Kokette w,¢C'—!(V;(e*), S). 
Alle Zuordnungen &—w,, a,,(t) sind in bezug auf die Normen 


TE Vare> [sleet [@u(t) [oes vd bzw. er |Oo||a,ee rll ou(t) |Ipe 


unabhangig von (vy, e,) linear beschrankt. 
Nun ist das g(d+1)-Bild der Kokette 


* 1 * * é t 
d= tf &—p,0,—D4,, (t)E, —3a,, v>d, op = > (=) by 2dp,, &,, — 8 
u 0 \P1 
gleich null. Nach Hilfssatz 2 14Bt sich eine Kokette 
0,€C'(V,(*), S), 0,€C'(V,(p*), 8), o,¢C!(V;(p*), S) 


i es fitly piel : 
konstruieren, so daB 0)=t{ +o), 0, =t7+1p,, of = tio, v=d+1,d+2,.... Wir setzen 
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a 5 fF 1X(e) it 0 phy t 
= 6, a —_— Ss a, ( a, (t) |K 
v=d+1 0; : v=d+1 Qe; be ‘is ow ( )| (9), 
) v—d 
a i 
@ = Wy + x 1 w,| X( pe), D=)0)+ _ —0,|X(p) 
ved+1 0} vad+1 0; 


Man hat dann : 
E—2a, (t)E,—3o0 =t,-d+ 9,0. 
Offenbar ist die Zuordnung &—a,(t), @, 0, o in bezug auf die Normen 
HE line» Hal|ae> [aulle 

und in bezug auf ||0||g,, ||o||g, unabhangig von 9, linear beschrankt. Daraus folgt 
sofort der Hilfssatz 4. 

5- Der Beweis des Hauptlemmas kann nunmehr in wenigen Schritten erbracht 
werden. Wir wenden den Hilfssatz 4 und den Satz 8 aus § 4 an und wahlen eine MeBiiber- 


deckung B, mit Bcc¥B,ccWl. Es seien ise i eee) raw ei S) endliche Kozyklen 


von der Art, wie sie in Hilfssatz 4 auftreten. Ist €€Z'(U(@), S), ||E||y,<M ein Kozyklus, 
so kénnen wir Funktionen a(t) und eine Kokette rae V,(0 ), S) bestimmen, so 
daB ||a9(t) ||, <c-M, II lTa,e< 6° “Mund |[Ei||g,.<er¢’-Mt ist, wenn &eZ'(V,(p), S) 


den Kozyklus oo S ane, —dy) bezeichnet. Dabei ist c>1 eine von &, c’ eine 


auch von 9, a hacer cee Nach dem Lerayschen Satz 8 kann man jedoch einen 
Kozyklus &¢Z'(U(e), S), || ||uo<¢1c’e,Mt und eine Kokette 


noeC—*(V(p), S), [Imo lap < ene" 0 Wt 


bestimmen, so da &—£& dy, ist. ¢,>1 ist wieder eine von pe, und & unabhangige 
Konstante. 

Wir wenden nun das gleiche Verfahren auf &, an, konstruieren &, a!)(t), m, nj, &, 
wenden dann das Verfahren auf & an und fahren so fort. Offenbar konver- 


gieren die Reihen a,(t) = x a“) (t), n= 2 jt tM)» wenn ¢,¢’o,< 1/2 ist. Es gilt dann 


||a,(t) || <const Mt, ||y ae const It fine £—Sa,£,+8y. Damit ist das Hauptlemma 
aus den Voraussetzungen in Abschnitt 1 hergeleitet. 


6. Im Falle ach(S)=o gibt es natiirliche Zahlen d,, ..., d,, so daB tiber Xp die 
Halme der Garben #»-S=o sind, v=1,...,m. Man kann S als koharente analytische 
Garbe iiber dem kompakten komplexen Raum Y= (Xp, H(X )/I (d,, ...,4,)) auffassen, 
wobei I(d,, ...,d,) die von den holomorphen Funktionen fyor, v=1,...,m tiber X 
definierte Idealgarbe bezeichnet. Das Hauptlemma (und der fiir diesen Sonderfall 
triviale Zusatz) folgen also fiir (/, 0) aus folgenden Satz : 

Satz 1. Es sei X ein kompakter komplexer Raum, der durch eine holomorphe Abbil- 
dung : X->K auf den Nullpunkt eines Polyzylinders KcC™ abgebildet ist. BCCUCCUy sez eine 
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Folge von Messiiberdeckungen von X. Sind dann &, ...; E.eZ'(U, S) endliche Kozyklen, die 
eine Basis der Kohomologiegruppe H'(X,S) bilden, so gibt es zu jeden endlichen Kozyklus 
£eZ'(U, S) komplexe Zahlen a, v=1,...,5 und eine Kokette neC(V, S), so dap 
£—Yak,+3n gilt. Die Zuordnung E->a,,y ist in bezug auf die Normen HE [lates [aL lees 
|a,| linear beschrankt. 


Beweis. Wir wiahlen zunachst eine feste Funktion x=~(t, ..., 4) EN(t, ---, 4) 
und setzen i= (t, ..-, '). Wir wahlen sodann eine MeBiiberdeckung WU’ mit BccU'ccU 
und natiirliche Zahlen d,,..., d,,, sodaB *”-S=o gilt, v=1, ...,m. Man hatin X die 
MeBkarten (1. Art) : 


Wi = (sat, (iis ®, i» sat, a eP«i)(U;), SSNs )s W, = (sat, w) ex(riy Uj ®, (<i)s ele -)s 


Da auch ¢”-®,(S) =o gilt und wir deshalb bei der Definition der Normen || ||y,, 
I] [lays TH] Il I] [[, mit Schnittflachen f in O™ auskommen, die Polynome vom 
t,-Grade<d, sind, folgt, daB die Abbildung €>& fiir €e€Z'(U,S) bzw. yn fiir 
neCi—(U’, S) in bezug auf die Normen ||&||y,—||&||, bzw. ||n|le~>||"||g, limear 
beschrankt ist. Also ergibt sich Satz unmittelbar aus Satz 7, § 2. 

Ferner ist das Hauptlemma fiir den Fall (J, n), />A(¥B), richtig. Da wir nur 
alternierende Koketten betrachten, gilt fiir J>A(%B) : C'(U(e), S) =o. Dariiber hinaus 
folgt, daB 7,(S), 7>A(¥8) gleich null und damit koh4rent ist. 


§ 6. Die Koharenz. 


1. Es ist zweckmaBig, zundchst das Lemma des vorigen Paragraphen abzuandern. 
Wir bezeichnen mit e= (e,, ..., é,,) ein m-tupel natiirlicher Zahlen und mit Hj(X, S,) 
den komplexen Vektorraum g(e)oH'(X(e), S) cH'(X, S,). p sei dabei so klein gewahlt, 
daB H{(X,S,) maximal ist. Dieses ist stets méglich, da H'(X, S,) als Kohomologie- 
gruppe eines kompakten komplexen Raumes aufgefaBt werden kann und deshalb endliche 
Dimension hat. 


Lemma (x). Aus den Induktionsvoraussetzungen § 5, Abschnitt 1 folgt : Es gibt ein m-tupel 
natiirlicher Zahlen ey, so da folgendes gilt : Sind &, ..., &,¢H'(X(e,), S), @,< eo Kohomologie- 
Klassen, derart, daB q(€y)o&,, v=1, ..., 5 den komplexen Vektorraum Hi (X, S,,) aufspannen, 
so gibt es zu jeder Klasse &<H'(X(,),S) in K(e), p<, holomorphe Funktionen a,(t), 
VE Twn: 5, 50 dap .£| X(p)e= > 4,(t)&|X(e) ist. Es gibt eine Funktion f(e)<e mit 


lim f(e) = 00 und folgender Eigenschaft : Ist q(e)o&=0, so kann man die Funktionen a,(t) 


e>o 


so wihlen, daB sie Schnittflichen in der Idealgarbe I(f(e) Ja SING es 


Beweis. Wir wahlen eine Folge BccUccU, von MeBiiberdeckungen von X. 
Nach § 4, Satz 5 gibt es endliche Kozyklen &*, &, aus Z'(U(e), 8), die die Kohomologie- 


(1) Wir fordern fortan nur, daB S(e) von &, e;, e unabhingig ist. 
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klassen E|X(e), &|X(e) reprasentieren, Ist ®2>, noch hinreichend klein, so 
existieren endliche Kozyklen yj, ..., y,€Z'(U(@,), S), so daB in bezug auf ase oes 
und jeden endlichen Kozyklus &*eZ'(U(), S), p<, die Aussage des Hauptlemmas 
gilt. 

Man kann komplexe Zahlen-c,, finden, so daB Glen) — 256) = 0 iste 
y, bezeichnet dabei die von y, reprasentierte Kohomologieklasse. Ist ¢, iene aswel groB, 

. . : 
so hat man in X(g) die Darstellungen y,—Xc,£,= > ay, (ty ,3) in der a(t)" min Kp) 
“w=1 

holomorphe Funktionen sind, die in 0€K() verschwinden. Das Gleichungssystem laBt 


sich deshalb nach y, auflésen : y,|X(e) = S Deas 


~ p 
Nun gilt nach dem Hauptlemma : &|X(p)= ¥ a,(t)y, und mithin folgt 


E|X(e) = ¥ a,(Z)- bya (OE X(0) 
q.e.d. ‘s 


Die Existenz der Funktion /(e) ergibt sich unmittelbar aus dem Zusatz des 
Hauptlemmas. 


2. Esseien t)=(t?,...,)eK ein beliebiger Punkt, e=(e,, ...,¢,,) ein m-tupel 
natiirlicher Zahlen, I(e, t)) bzw. I(e, t)), die von den Funktionen (t,—i?)* bzw. 
(t,—#2)on, v=1, ...,m erzeugte koharente Idealgarbe iiber K bzw. X,S,,=S/S- I( etal 
q(e, t)) die Projektion S—S,,. Ferner sei H'(X,S,,) die Untergruppe derjenigen 
Kohomologieklassen &¢H'(X,S,,), zu denen es eine Umgebung U(x*(t))) und 
eine Kohomologieklasse ? HU, S) mit ¢(e, t,)of =e gibt: 

Es seien in den folgenden Abschnitten 2-4 die Induktionsvoraussetzungen aus § 5, 
Abschnitt 1 gemacht. Wir leiten daraus einige Satze her. 


Satz 1. Es sei p<, hinreichend klein gewdhlt. Dann gibt es zu jedem e und zu jedem 
Punkt ty¢K(e) Kohomologieklassen €,(e, ty)¢H'(X(p), S), v=1, .-., S=5(e, ey se 220 
dap q(e, t))o%,(e, tp) den komplexen Vektorraum H'(X, Sx) aufspannen. 

Beweis. Wir zeigen zunachst folgende Aussage : 

(x) Satz 1 gilt fiir Garben S* mit ach(S*)<n. In diesem Falle kann man sogar 


P=, setzen. ‘ 
In der Tat! Wir setzen S**=S-I(e, t)) und erhalten die exakte Sequenz : 


o>S*%>S8>Sy, 0. 


Unter Verwendung von Satz 5, § 2 ergibt sich daraus ein kommutatives Diagramm, 


dessen Zeilen exakt sind : 


Brie 6) ix Ss.) Ss). 


et TI 2 71 ; 2 m+41 
+T(K, 7(S))>P(K, m(Su,)) >P(K mi(S"))>---- 
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Fiir jede Klassen €¢H!(X, S,,) gilt : 4108 = o und mithin : 7,2=ay, ne I (K, 7,(S)). 
Also ist E=dx,>'y. Da H'(X, S,4,) endlich dimensional ist, folgt (*). 
Der Beweis von Satz 1 ergibt sich nunmehr leicht aus (*). Wir wahlen ein e,< Qp, 


so daB folgende Aussage gilt : 
(ax) Ist EeH't*(X(e), S), p<p, eine Kohomologieklasse mit 7,,(6)=0, so 


gilt €=o. 

Nach dem Korollar I aus § 5, Abschnitt 2 existiert ein solches p,. — Es sei nun 
t,¢K(p), e<p, ein beliebiger Punkt und e ein beliebiges m-tupel natiirlicher 
Zahlen. Wir wahlen eine natiirliche Zahl d so, da — nach allen biholomorphen 
Transformationen o : K(p)—>K(p), t’/ +O mit ¢’=(#, , ..., t,)€K(e) — die Garben 
(t, —7°)*-S,(t,—#)?- x, ,(S) torsionsrecht sind, und setzen S*=S.- (t—#7)?** 4,5, —=S/S*. 
Es gilt dann ach(S,)<n (genauer : nach allen Transformationen o). Nach (+) 
gibt es also Klassen @,,..., £,¢H'(X(p), S$»), so daB die Klassen g(e)o£,¢H"(X, S,,) 
den komplexen Vektorraum H'(X, S,,) erzeugen. Aus der exakten Sequenz : 

0+>S*>S—>S8,-0 
folgt die Kohomologiesequenz : 
+H'(X(e), S) +H'(X(p), $4) +H'**(X(p), S*)>.... 


Fiir jede Klasse &¢H"(X(p),S,) ist sicher at |(t,—19)**4 eine eindeutig bestimmte 
Kohomologieklasse aus H'*!(X(p), S), es ist 


(4, #2) "m4. (48 / (44) 7%) = 7 4.3(2& |(—4)") = 0. 
Also folgt a& /(t;—t?)“ = 0, wenn diese Klasse als Kohomologieklasse aus H't+(X(p), S) 
betrachtet wird. 


Bezeichnet S* die Garbe S-(#—d{)* und S, die Garbe S/S*, so erhalt man 
die exakte Sequenz 


0>555— S, +0. 


Ferner hat man Abbildungen : S*->+St,S,—S_, und mithin einkommutatives Diagramm: 
>H'(X(e), 8) SH'(X(e), S,) SH’**(X(p), S*) >... 

{ 1? Y? 
+H'(X(e), 8) +H'(X(0), S,) +H'*(X(p), St)... 


? 


in dem die Zeilen exakt sind. Es gilt ba =o und also bf =ct, £¢H'(X(p), S). Ferner 


“a 


ist g(e, t))o& =g(e, t)o€. Man kann also Klassen &¢H'(X(p), S) mit 
a(@; to) 08, =4(e, ty)oE, 
bestimmen, womit Satz 1 bewiesen ist. 


3. Wir werden jetzt in mehreren Schritten aus unseren Induktionsvoraussetzungen 


die Koharenz der analytischen Bildgarbe 7,(S) zeigen (ach(S)=n). Es sei wieder p, 
hinreichend klein gewahlt. 
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Hilfssatz 1. Es gibi endlich viele Schnittfldchen Sy, +++, 5,ET(K(e), =,(S)), die tiber 
K(e) jeden Halm von 7S) erzeugen, p<p,. 


_ Wir wahlen , so klein, daB das Lemma («*) und der Satz 1 gelten. Es sei 
tpeK(e), e<p, ein beliebiger Punkt, K’ ccK cK(g) sehr kleine Polyzylinder um t. 
Ist @) ein m-tupel natiirlicher Zahlen, so gibt es Klassen &,(¢,, t)) €H'(X(e,), 8), derart, 
daB die Kohomologieklassen ¢(e, ty)o%,(eg, ts) eine Basis des komplexen Vektorraumes 
H'(X, S,,,) bilden. Nach Lemma (x) gibt es ferner feste, nicht von @y, ty abhangende 
Kohomologieklassen &, ..., &,¢H'(X(p), S), p<e,, so daB &(e, ty) = Lay, (Cp, ty) &, 
gilt. 

Wir wahlen nun ¢é sehr groB. Ist dann K sehr klein, so kann man zu jeder 
Kohomologieklasse F eH'(x- 1(R), S) in K’ holomorphe Funktionen 6,(t) finden, 
so daB E |n(K’) =2Xbd,(t)&, gilt. Da man zu jedem Element ye(z,(S)), ein K und 
ein e finden kann, so daB 7(E),,= ist, folgt, daB die Schnittflachen s,=7,(E,) jeden 
Halm der Garbe x,(S)|K(e) erzeugen, q.e.d. 

Wie man sogleich sieht, ist auch folgender Zusatz richtig : 


Zusatz. Es gibt eine Funktion f(e, to) =f(e)= (fi(e), .--,f,(e)) mit ae J(Q=a, 
so daB man die b,(t) so wéhlen kann, da sie Schnittfldchen in der Idealgarbe 1 (fl e e), t,) sind. 


Wir bendétigen noch einen weiteren Satz : 


Satz 2. Es sei e,< hinreichend klein gewdhlt, te K(e), p<, ein beliebiger Punkt, 
EeH'(X(e,), S) eine Kohomologieklasse mit q(e, tp)o&=0. Dann gilt eine Darstellunn 


E| X(e) = 5 a’(t)E,|X(p), in der &, feste, nicht von e, to, & abhdngige Kohomologieklasseg 
v=1 


aus H'(X(p,), S) sind und a,(t) tiber K(e) Schnittfldchen in der Idealgarbe I(f(e), ty) 
sind. Dabei ist f(e) =f(e, to) = (file), --->fn(e)) eine Funktion von e mit lim f(e) = 00. 


e>oa 


Beweis. Wir zeigen zunachst : 


(x) Ist S* eine koharente Garbe iiber X mit ach(S*)<z, so gilt Satz 2. Man 
kann in diesem Falle sogar pj=e,——e setzen, e>o beliebig klein. 

In der Tat! Nach dem Lemma () gibt es eine Funktion f(e)=/(e, t)), so daB 
x,(£) €T'(K(p,), (S*)-I(f(e), t)) gilt. Da x,(S*) koharent ist, gibt es endlich viele 
Schnittflachen s,,..., 5,¢T(K(01), ™(S*)), welche die Garbe 7,(S*)|K(e,) erzeugen. 


ul . 
Bezeichnet « den Homomorphismus (a, ..., 4,)—> > 4,5, : O1>7,(S*), so liegt (7,(&))s, 
v=1 


im Bild der Garbe *O7=61(f(e), t)). Es folgt nach Cartan [3] : Es gibt eine Schnittflache 
4 . 

oel'(K(p,), *O%) mit «(o)=7,(2). Daraus ergibt sich unmittelbar (*), weil nach 

Satz 5, § 2 die Bezichung H"(X(p), S*) #T(K(e), t(S*)), B=. y.t Osi ayes ae Balke 

Der Beweis von Satz 2 ist nunmehr schnell erbracht. Wir definieren S*, oe 

S*, S, wie beim Beweis von Satz 1. Nach («*) bestimmen wir Cok olen kee 
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ap ae z eH'(X(e 1), Sx), so daB Satz 2 in bezug auf S,, uni: E, gilt. Wie im Beweis 
von Satz 1 konstruieren wir dann Kohomologieklassen Ey +++) 6» erart, daB das 
b-Bild von & in H'(X(p,), S;) mit dem 6-Bild von E iibereinstimmt. Ferner seien 
ape enrecisls WO.S Ch) Kohomologieklassen, fiir die das Lemma («) gilt (zur 
Heelan von Klassen &’¢H'(X(p;), S) mit e<p;<p;). 

Man hat nun : 


1) €=Bild von & in H'(X(@,), Sx) = E a(t)é, 
mit a,(t)eT(K(pi), I( fle), t)), 
2) (EE alfE)I 4a) teH'(X(@), §) 
und mithin gleich 2. 3 '(t)E,, wobei die aj(t) in K(p) holomorphe Funktionen 
sind. Wir setzen me ai(t). (4—?)"** und erhalten €= 36 ate eareias 


Es ist klar, daB der Satz 2 in bezug auf jede Basis %, ..., €,¢H'(X(e1), 8), e1<p, 
richtig ist, fiir die das Lemma (*) gilt. 


4. Um die Koharenz von 7,(S) tiber K(p’), e'<pq zu zeigen, muB nur noch 
nachgewiesen werden, daB fiir eine spezielle im Sinne von Hilfssatz 1 konstruierte Basis 
51, .-, 5, auch jeder Halm der Relationengarbe R(s,, ..., 5,)|K(e’) von Schnittflachen 
tiber K(p’) erzeugt wird. Wir wahlen e’<p (e im Sinne von Hilfssatz 1). Es sei 
ty¢K(p’) ein beliebiger Punkt, fy, v=1, ..., 7, ¢ Keime von holomorphen Funktionen 


q A < 
in ty, so daB > s,f;,=o gilt. Man kann dann einen kleinen Polyzylinder KcK(p’) 
al 


um ft) und in K holomorphe Funktionen /,, v=1,...,q finden, die in t, den Keim 
Sx, erzeugen, so daB Yf\s,=o gilt. Wir wahlen g in K(g) holomorphe Funktionen 


Urs ni) ease daly y= fi Mtiber K eine Schnittflache in I(e, ty) ist. Dabei ist e ein 
m-tupel natiirlicher Zahlen. Nach Konstruktion von 5,,...,5, gibt es Kohomologie- 
Klassen £,¢H'(X(pe),S),v—1,...,¢ mit m(E)=s. Die Klasse gies toy) ge 
sicher kohomolog null. Wir diirfen annehmen — wie das nach Konstruktion von s,, ..., oF 
im Beweis von Hilfssatz 1 der Fall ist — daB in bezug auf die Kohomologieklassen 
Ey, -- +, &,€H'(X(p), S) das Lemma (#) gilt. Es gibt nach Satz 2 holomorphe Funktionen 


a\)(t) eT (K(e’), I(f(e), ty)) mit yf, meee Man hat also 
(fP—al, ...5 (f—al))) el, =T(K(e1), Ris, -.., 5,))- 
Es gilt ( f9—a‘))—f,el(f(e), t)). Mithin folgt aus dem in § 3 bewiesenen Satz 2, da 


t(e) beliebig groB sein kann, daB der Halm (R(s,, ..., 5q))4, von den Schnittflachen 
aus I, erzeugt wird. 


5. Es ist nun méglich geworden, eine allgemeine Aussage tiber die Koharenz 
der analytischen Bildgarben zu machen. Offenbar kann man jeden Punkt t,¢K durch 
eine biholomorphe Abbildung K-+K auf den Nullpunkt o¢K transformieren. Jeder 
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Punkt von K ist also gleichberechtigt. Es folgt daher die Koharenz von ™(S) iiber 


ganz K. Das bedeutet, daB die in den Paragraphen 5 und 6 durchgefiihrte Induktion 
vollstandig ist. Alle Garben 7,(S), J=0,1,2,... 


olls sind koharent. Wir zeigen dariiber 
hinaus : 


Hauptsatz 1. Es seien x: XY eine eigentliche holomorphe Abbildung eines komplexen 
Raumes X in einen komplexen Raum Y und S eine kohdrente analytische Garbe tiber Y. Dann sind 
die Bildgarben x,(S),1=0, 1,2, ... kohérente analytische Garben tiber Y.. 


Beweis. Der Satz ist in bezug auf Y von lokaler Natur. Wir diirfen daher annehmen, 
daB Y biholomorph in einen Polyzylinder K eingebettet ist. Man hat also eine eigentliche 
holomorphe Abbildung zx, : XK. Nun ist z,,(S)='x,(S), die triviale Fortsetzung 
der Bildgarbe x,(S). Ferner ist 7,(S) genau dann koharent, wenn ‘x,(S) es ist. Damit 
ist der Hauptsatz I bewiesen. 

Wir geben noch eine andere wichtige Aussage an. Es sei _yeY ein beliebiger 
Punkt, m das maximale Ideal des lokalen Ringes H,, m’ das Unterideal von m, das von 
den Elementen f,- ... -f, fi, .--,f,em aufgespannt wird, v=1, 2,3,.... Ferner sei 
m’ der Keim entlang ~~‘(y) der Untergarbe von H(X), der von den Schnittflachen 
for, fem” erzeugt wird. Man sieht sofort, daB es einen natiirlichen Homomorphismus 
A: (x,(S)),—>7 (S/S ‘m), gibt, der durch die Beschrankungsabbildung S—>S/S-m” 
definiert wird. 

Hauptsatz II. Es sei Ge (x,(S)), ein Element, dessen d-Bild in (7,(S/S -m’), gleich 
null ist. Dann gilt : Ee(x,(S)-m'),. Dabei ist f(v) eine von & unabhdngige Funktion mit 
lnm {fv} = 00. 


Beweis. Man darf Y=K, y=oeK_ setzen. Da man eine Schnittflache 
EeI(K, m(S)) finden kann, so daB &—£e(x,(S)-m’), gilt, folgt der II. Hauptsatz 
unmittelbar aus dem Lemma (*). 

Wir zeigen noch : 

Hauptsatz Ia. Es gilt lim (x,(S/S-m’)),~ lim (7,(S)|m-74(S)),- 

Beweis. Wir diirfen uns wieder auf den Fall Y=K, y=oe¢K_ beschranken. Wir 
setzen S,=S/S’, S’=S-m’. Man erhalt aus der exakten Sequenz o-S’+S—S,-0 


die exakte Bildsequenz ->n,(S) >7,(S,) > 7, 4(S*)>.... Es gibt eine natiirliche Pro- 
jektion g, : limz(S,)>7,(S,). Ist Ee lim(x,(S,))o ein beliebiges Element, so gilt 


sicher roqg,o&e Bild von (7,4,(S"))o, » beliebig groB. Nach dem Hauptsatz II hat man 
daher : rogjo&en,,,(S”)-I(f,(u)) und mithin rog,o =o (vel. § 3, Satz 2). Also gibt es 
ein Element £,¢(x'(S))) mit a(&,)=9,8 Die Zuordnung &>£,—7,(S)/7(S) -1f)) 
liefert den gesuchten Isomorphismus. 

Der Hauptsatz II a wurde in der algebraischen Geometrie von A. GROTHENDIECK 


hergeleitet. 
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§ 7, Anwendungen. 


In diesem Paragraphen werden einige Resultate angegeben, die sich mit Hilfe 
der Hauptsitze der vorl. Arbeit herleiten lassen. Die Beweise der so gewonnenen Aussagen 
konnen in der vorl. Arbeit teilweise nur angedeutet werden. Sie sind jedoch i.a. nicht 
schwierig. Ihre vollstindige Durchfiihrung muf einer spateren Arbeit iiberlassen bleiben. 


1. Es seien X, Y reduzierte komplexe Raume, = : X-Y eine eigentliche 
holomorphe Abbildung. R. Remmerr hat gezeigt [10] : 


Satz 1. =(X) CY ist eine analytische Menge. 


Dieser Satz ergibt sich sofort aus unserem Hauptsatz I. Es werde folgende 
Betrachtung durchgeftihrt : 

Es seien Z ein beliebiger (allgemeiner) komplexer Raum, S eine koharente 
analytische Garbe iiber Z. Wir bezeichnen mit |S| die Menge derjenigen Punkte 
zeZ, in denen der Halm S, nicht der Nullhalm ist. Wahlt man fiir I die gr6éBte analy- 
tische Untergarbe von H(Z), so daB I-S=o ist, so ist I als Annulatorgarbe (vgl. [6] 
p- 401) koharent. Die Nullstellenmenge von I stimmt mit |S| iiberein. Mithin ist [S| 
eine analytische Menge. 

Wir haben gezeigt : 


(1) Der Trager |S| jeder kohdrenten analytischen Garbe S ist eine analytische Menge 
Im Falle von Satz 1 gilt : m(X)=|m(H(X))|. Da x= (H(X)) nach Hauptsatz I 


koharent ist, haben wir Satz 1 bewiesen. 
Natiirlich ist der Remmertsche Beweis bedeutend einfacher. Unser Beweis zeigt 
jedoch, daB sich der Satz 1 dem Hauptsatz I unterordnet. 


2. Esseiennun X, Y zwei allgemeine komplexe Raume, x: X-Y eine surjektive 
eigentliche, holomorphe Abbildung, S eine koharente analytische Garbe iiber X. Ferner 
sei y¢Y ein beliebiger Punkt. Wir bezeichnen mit m=m(9) die Untergarbe der 
Funktionskeime aus H(Y), deren Wert in y) gleich null ist. m=m(y) sei diejenige 
analytische Untergarbe von H(X), die von den Funktionskeimen 

(for), mit fem, y—ax(4) 
erzeugt wird. Sowohl m als auch m sind kohirente analytische Garben. 

Es sei X, der komplexe Raum, der die Menge X'=x—(y) als Trager und die 
Garbe H(X)/m-H(X)|X' zur Strukturgarbe hat. Wir setzen S(3) =S/m-S|X, und 
erhalten eine koharente analytische Garbe iiber Se 

Ist cez,(S), ein beliebiges Garbenelement, so wird o durch einen Keim 6 einer 
/-dimensionalen Kohomologieklasse mit Koeffizienten in S reprasentiert. Der Keim c 
ist dabei entlang X, gebildet. Durch die Beschrankungsabbildung S—S(¥y) erhalt 


man sodann eine Kohomologieklasse ¢ |X,¢H'(X,, S(y)). Offenbar wird jedes Element 
aus 7,(S),-m in die Nullklasse abgebildet. Daraus folgt : 
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(2) Es gibt zu jedem Punkt y¢Y ~ einen natiirlichen Homomorphismus 
hy : 7, (S) yl™(S),° m(y) > H"(X, y? S(y)). 
‘Es 1a8t sich zeigen : 


Satz 2. Es sei Y reduziert. Dann bildet die Menge M der Punkte EY, indenen 3, nicht 
bijektiv ist, eine niederdimensionale analytische Menge von Y (*), 


Der Beweis sei nur angedeutet. Man zeigt zunachst, daB die Menge nirgends dicht 
ist. Man betrachtet sodann die Homomorphismen : 


my + (S)/m()+(S) SH'(X,, S(y)) Sm(S(9)). 


Man kann die Garben x,(S)/m(y)-7,(S), =,(S(»)) und die Homomorphismen TOA, 
als je eine koharente analytische Garbe bzw. als einen Homomorphismus I iiber dem 
kartesischen Produkt YXY auffassen. Wir sehen Y als Diagonale von YXY an: Da 
m die Gruppe H'(X,, S(»)) bijektiv abbildet, folgt M=Yn(|Ker P'|u|Coker I'j) 
und damit der Satz 2. 


_ 3- Die Garben 7,(S) werden im allgemeinen keine freien Garben iiber Y sein- 
Jedoch gilt die wohlbekannte Aussage : 


(3) Es seien X ein reduzierter komplexer Raum, S eine kohdrente analytische Garbe iiber Z. 
Dann bilden die Punkte zEX, in denen S, kein freier Modul iiber H(Z), ist, eine niederdimen. 
sionale analytische Menge F(S) CX. 


Beweis. Es ist F(S)=|Tor{(S, H/m(z))|, wobei H=H(Z) gesetzt wird und 
die Garben m(z) als eine koharente analytische Garbe tiber ZZ und Z als Diagonale 
betrachtet werden. Also ist F(S) analytisch. Man zeigt leicht, daB F(S) nirgends dicht 
ist (trivial, vgl. [7], p. 306). 

Ebenso folgt ziemlich leicht : 

(4) Es seien Z ein reduzierter komplexer Raum, S eine kohdrenteana lytische Garbe tiber X. 
Dann ist die Vereinigung Uoc,, wobei o,€S, die Torsionselemente des Moduls S, durchliuft, 
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eine kohdrente analytische Garbe T(S) tiber Z. |T(S)| ist eine niederdimensionale analytische 
Menge in XZ. 


Zum Beweise von (4) konstruiert man unter Verwendung einer lokalen exakten 
Sequenz O?~O%+S-—>o zu jedem Punkt zeZ cine Umgebung U(z) und eine in U 
holomorphe Funktion 4, deren Funktionskeime nicht Nullteiler sind, so daf die Garbe 
h-S iiber U keine Torsionselemente enthalt. 4 erzeugt einen Homomorphismus 
a:S-S:o-o-h. Es gilt T(S)|U=Ker «. Daraus folgt die Koharenz. Dab | T(Z) | 
niederdimensional ist, ergibt sich aus (3). 

Es sei nun Z ein beliebiger komplexer Raum, Z’ seine Reduktion. Wir nennen 


(2) Ist Y nicht reduziert, so kann M=yY gelten. M ist jedoch stets eine analytische Menge. 
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dann ein Garbenelement oeS, ein Torsionselement, wenn es einen holomorphen 
Funktionskeim fe(H(Z)), mit f-c=o gibt, derart, daB f |Z’ kein Nullteiler ist. Die 
Vereinigung der Torsionselemente o sei wieder mit T(S) bezeichnet. Es folgt unter 
Verwendung von Satz 4, § 1 : 

(4') Die Aussage (4) gilt fir T(S) sogar, wenn & ein beliebiger komplexer Raum ist. 


Die Aussage (4) wird zum Beweis von Satz 2 herangezogen (um zu zeigen, daB 
M nirgends dicht ist) (’). 


4. Es sei fortan x : XY stets eine surjektive, eigentliche holomorphe Abbildung 
eines komplexen Raumes X in einen reduzierten komplexen Raum Y ("). S sei wieder 
eine koharente analytische Garbe iiber X. Wir nennen S iiber einem Punkte yeY platt, 
wenn Tor®”)(S, C)=o ist (*). S hei®t platt iiber Y, wenn S tiber allen Punkten von Y 


platt ist. Man kann zeigen : 


(5) Die Menge P(S) der Punkte yeY, tiber denen S nicht platt ist, bildet eine meder- 
dimensionale analytische Teilmenge von Y. 


Auf einen Beweis sei hier verzichtet. 
Wir setzen im folgenden voraus, daB S iiber Y platt ist. 


Satz 3. Die Funktion r,(y)=dim,H'(X,, S(y)) ist halbstetig nach oben, d.h. es gibt zu 
jedem Punkt yy¢Y eine Umgebung U(y), so daB dim,H'(X,, S(y)) <dim,H'(X,,, S(%)) 
fir yeU ist (l=0,1,2,...). 


Der Beweis von Satz 3 macht wesentlich davon Gebrauch, daB man die Familie X 
der komplexen Raume X, nach komplexen Réumen Y’ liften kann, die durch 
holomorphe Abbildungen » : Y’~Y in Y abgebildet sind. Zur Definition der Liftung 
bilden wir das kartesische Produkt XY’, definierenin XxY’ die analytische Menge 
X' ={ (x, y') : x(x) =o(y')} und versehen X’ mit der Strukturgarbe H(X x Y’)/H* |X’, 
wobei H* diejenige analytische Untergarbe von H(XxY’) bezeichnet, die von 
den Funktionskeimen fon—fop mit feH(Y),;), (x, 9’)€X’ beliebig, erzeugt wird. Die 
Produktprojektion XxY’~Y' bzw. XXY’~X definiert eine eigentliche holomorphe 
Abbildung x’: X’Y’ bzw. eine holomorphe Abbildung o : X’>X. Es gilt : gon’ = 09. 
Wir bezeichnen mit S’ die analytische Urbildgarbe von S bzgl. o@. S’ ist eine koharente 
analytische Garbe tiber X’, Man zeigt leicht unter der Vorausssetzung, da8 auch Y’ 
ein reduzierter komplexer Raum ist : 


(6) Die komplexen Raume X, und X} mit y=9(y') sind analytisch dquivalent. 
(7) Es set y=o(9') und die Garbe S platt iiber y. Dann ist die Garbe S' platt liber y'. 


(1) (4) ist ein Spezialfall — oder besser — steht in n i i el 
angegebenen Satze. Vgl. W. Tuimm, Math. Annalen Gebalent Beriehung 2u.clnee ee Via 
(7) Analoge Sitze gelten auch, wenn Y nicht reduziert ist. Jedoch ist eine solche Verallgemeinerung nur 
Saavol wenn man an stelle der Garbe jm(y){ der lokalen Ringe m(y) allgemeinere Garben verwendet. 

(*) S, und der komplexe Zahlkérper C kénnen in natiirlicher Weise als Modul iiber (H(Y)) y=n(x) 
aufgefaBt werden. — Der Begriff platt wurde m.W. von A. GRoTHENDIECK eingefiihrt. 4 | 
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Der Beweis von Satz 3 folgt leicht aus (7) durch Induktion iiber dim Y. Wie vorne 
gezeigt, kann man einen niederdimensionalen reduzierten komplexen Unterraum Y'cY 
finden, so daB 7,(S) tiber Y—Y’ eine freie Garbe ist und daB die Homomorphismen 
A, fir ye Y—Y’ bijektiv sind. Also ist Satz 3 tiber Y—Y’ richtig. Nach Induktions- 
voraussetzung gilt er auch fiir Y’. Ferner ergibt sich unser Satz unter Verwendung 
der Hauptsatze leicht, wenn Y eine Riemannsche Flache ist. Da man zu jedem Punkt 
JoeY' und zu jeder der endlich vielen an y) grenzenden zusammenhangenden Kompo- 
nenten von Y—Y" ein Stiick KcY einer Riemannschen Flache finden kann, das y, 
enthalt und sonst ganz in Y—Y’ verlauft, folgt, daB es eine Umgebung U(,,) gibt, 
so da fir ye(Y—Y')nU gilt: dim,H'(X,, S(»))<dim,H'(X,,, S(y)). Das ist dann 
sogar fiir yeV richtig, wenn VCU eine hinreichend kleine Umgebung von » bezeichnet. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


5. Es werde nun vorausgesetzt, daB dim,H'(X,, S(y)) unabhangig von » ist. 
Es folgt zunachst : 


Satz 4. Die Garben A,=7,, ,(S:m’(y)) sind torsionsfrei, yeY. 
Beweisandeutung. Man zeigt zunachst, daB die natiirlichen Abbildungen S@m’(y)—S 
injektiv sind. Daraus folgt sodann, daf auch die Abbildungen 


S,,(m”( 9) [m’++(y)) +S -m"( 9) /S-ma’+4(y) 


injektiv sind. Ist — ein Keim eines Kozyklus mit Koeffizienten in S-m’(y) entlang X, 
so kann man §=a,&, setzen, wobei &, Koketten mit KoeffizienteninS und a, tiber_y 
linear unabhangige Elemente aus m’(y) sind. &,|X, sind dann Kozyklen. Dadurch 
wird ein formales Konstruktionsverfahren fiir Koketten y mit dy,=€ gegeben. Man 
leitet damit leicht her : 


(a) Satz 4 gilt fiir allgemeine reduzierte komplexe Réiume Y, wenn er in bezug auf normale 
komplexe Raume Y bewiesen ist. 


Man zeigt nun : 


(b) Satz 4 folgt fiir normale komplexe Réiume Y, wenn er fir allgemeine komplexe Raume 
von kleinerer Dimension als Y richtig ist. 


Fiir den Fall von Riemannschen Flachen Y 14Bt sich unser Satz unter der Voraus- 
setzung dim,H'(X,, S(y))=const. sehr leicht nachweisen. Damit ist eine vollstandige 


Induktion gegeben, die unseren Satz beweist. 


6. Es folgt nun sofort, daB die Beschrankungsabbildung H'(V, S)>H'(X,, S(»)) 
mit V=x~'(U) surjektiv ist, wenn U eine sehr kleine Umgebung von y bezeichnet, 
Es seien &,...,&,¢H'(V, S) Kohomologieklassen, so daB &|X,, v=1,.--,9 eine 
Basis des komplexen Vektorraumes H'(X,, S(»)) bilden. Man zeigt leicht; 


(a) Die Schnitifléichen y,=7,(&,) erzeugen in einer Umgebung von y die Garbe 7(S). 
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Man braucht dazu nur die Voraussetzung von Lemma (#) fiir ein beliebiges 


m-tupel ¢ nachzuweisen. 
Damit hat sich auch ergeben : 


(b) Die Abbildung 2, ist byektiw. 


Ferner sieht man sofort, da®B dim,H'(X,,S (y)) nicht von y unabhangig sein kann, 
wenn die Relationengarbe von (y, .-.,7%,) von null verschieden ist. Also gilt : 
Satz 5. Die Garbe 1,(S) ist eine freie Garbe, die Homomorphismen 


hy 2 %(S)yl(™mOS) -m(y))y>+H(X, Sy) 
sind biektiv. 


Beispiele zeigen, daB die Voraussetzungen fiir die Satze 3-5 wesentlich sind. Ist 
z.B. S nicht platt iiber Y, so braucht die Funktion dim,H’(X,, S(y)) nicht halbstetig 
nach oben zu sein. 


4. Unter der Voraussetzung, dafB S platt iiber Y und Y reduziert und zusammen- 
hangend ist, kann noch eine weitere wichtige Folgerung gezogen werden. Wir setzen 


¥(9) = : (—1)'dim,H'(X,, S(y)). Die Summe ist natiirlich fiir jedes feste y endlich, 
1=0 
d.h. y(y) existiert immer. Es folgt : 
Satz 6. y(») hdngt nicht von y ab. 


Auf den Beweis, der selbstvertandlich nur fiir den Fall erbracht werden muB, 
daB Y eine Riemannsche Flache ist, sei hier verzichtet. 
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